LICENCE O.M.I. - T.D. Logique 1

EXERCICE 1 Mettre en forme normale disjonctive
=(pA—(qV s))
=(pA (g Vs))
=(pV(gA-s))As &

EXERCICE 2 Les formules peuvent étre écrites en notation infixe (cours) ou préfixe, et on omet
parfois les parenthéses. Parmi les mots suivants, écrits en notation préfixe, reconnaitre ceux qui
sont des formules, les écrire en notation infixe et dessiner ’arbre syntaxique les représentant.

1. D-pVagr ;

2. D pgVr

3. DDV ApgrsV st ;

4. D V-pgr ;

5. D —psVqr . &

EXERCICE 3 Définissons F A F' & -(FD>-F') e FVF C_FroF.
1) Ecrire les tables donnant les valeurs de vérité de D, A, V. En déduire que

I(FAF)Y=I(F).I(F) et I(FVF)=I(F)+IF).

2) Montrer que

[(FyD (Foer D (- (Fy D F) o)) =1(Fp) + I(Focn) + -+ I(F) + I(F)
=I(=FyV (~Fa1 V(- V (-FL VF) -+ )

En déduire que
I(FoD (Faci D (- (FuD F) ) = I((Fa A(Faci Al A(Fa AFY)) ) D F). &

EXERCICE 4 Vérifier que F est insatisfaisable si et seulement si —=F est valide. &

EXERCICE 5 1) Montrer qu’une formule G est vraie dans I (resp. valide) si le séquent (0, G) est
vrai dans I (resp. valide).
2) Les séquents suivants sont-ils valides?
- (0,(p>9),
- {p(p2 9} 9) ¢

EXErRCICE 6 1. On veut montrer que F, F' F G si et seulement si F, -G F =F. Quelles sont les
regles utilisées dans la preuve ci-dessous de la régle de la contraposéel 7

1. F,F+G

2. F,F,-G+G (...7..)
3. F,F,~GF -G (...7..)
4. F, -Gk -F (...7..))

2. Montrer par une preuve similaire que si F,-G + =F alors F, F = (. (Régle de la contra-
posée?). &

EXERCICE 7 Les formules du premier ordre ont été définies inductivement (en notation infixe)
par:

T.S.V.P.



- Si R est un symbole de relation d’arité n, et si t1,...,t, € T, alors R(t1,...,t,) est une
formule.
—  Si F et F' sont des formules, alors =F, (F D F'), (F A F'), et (FV F’') sont des formules.

- Si F est une formule et x est une variable, alors VzF et dzF sont des formules.
1. Dessiner ’arbre représentant la formule ﬁ((V;UP(x)) A Q(:C)) D (R(x) v —|P(1‘)>. Ecrire

cette formule en notation préfixe (c’est-a-dire en mettant les opérateurs A, D, etc. d’abord).

2. Donner une définition inductive de la fonction transformant la notation infixe en notation
préfixe. Pouvez-vous modifier cette définition inductive pour obtenir une fonction transformant
la notation infixe en un arbre représentant la formule ? &

EXERCICE 8 Soit L un alphabet contenant la constante a, la fonction unaire s et les prédicats
unaires P et (). On définit une interprétation I par I = (E,v,h), avec

E=IN,

h(a) =a; =0,

h(s) = sy est défini par h(s)(n) =n+1 et

v(P) défini par v(P)(n) = vrazi si et seulement si n est pair,

v(Q) défini par v(Q)(n) = vrai pour tout n.

Soient les ensembles de formules Iy = {Q(a)} , I> = {Vx (Q(x) D Q(s(x)))} et I35 = {Q(z) D
P(a)}.

1. I est-elle modele de F; pour j =1,2,37
2. Pouvez-vous trouver des modeéles de {F, F», F3}. &

EXERCICE 9 Soit L un alphabet contenant la constante a et le prédicat binaire R.
1. Quels sont les modeéles de F:VaR(z,z) ?
2. Quels sont les modeles de F:VxVy (R(.r, y) D R(y, x)) ? &

EXERrRCICE 10 Soit L un alphabet contenant la constante a, la fonction unaire s et le prédicat
unaire P. On définit deux interprétations [; et I> par Iy = (F,y,h) et I, = (F,v2,h), avec

E l'ensemble des termes construits sur ’alphabet A = {a, s},

h(a) = ar, = a1, = a,

h(s) = sr, = sr, est défini par h(s)(s"(a)) = s"+1(a) et

71 (P) défini par v (P)(s" (a)) = vrat si et seulement si n = 1,

v2(P) défini par v2(P)(s" (a)) = vrat pour tout n.

Soient les ensembles de formules Fy = {P(a)} , F>» = {V.r (P(x) D P(s(x)))} et F3 = F1 U Fy.

1. I est-elle modeéle de F; pour j =1,2,37
2. Méme question pour Is. &

EXERCICE 11 Soient F, G deux ensembles de formules. On dit que F |= G si et seulement si pour
toute interprétation I, on a
I(F) = vrai pour toute F' € F

implique que
I(G) = vrai pour toute G € G .

Montrer que <.7: EF et F E f") implique que F |= F". &



