LICENCE O.M.I. - T.D. Langages et automates

EXERCICE 1 Soit A un alphabet contenant au moins les lettres a et b.

1) Donner un homomorphisme de A* dans (A4 - A)*.

2)  Donner un homomorphisme de A* dans (A \ {b})".

3) Y a-t-il un isomorphisme de monoide (c’est-a-dire un homomorphisme bijectif dont 'inverse

est un homomorphisme) entre (A \ {a})* et (A\ {b})* ? &

EXERCICE 2 Lemme de Lévi: Soient u,v,z,y € A*. Montrer que wv = zy si et seulement si
I'un des trois cas suivants est vérifié:

(Z) |u|:|.r|,u:.r, et v=uy.
(27) |u| < |z| et il existe t € A" tel que ut = = et v = ty.
(2i7) |u| > |z| et il existe t € A* tel que u = xt et tv = y. O

EXERCICE 3 Soit A = {a, b} ; soient L, le langage comprenant tous les mots contenant un nombre
impair de “a” et Ly le langage comprenant tous les mots contenant un nombre pair de “b”.

1. Donner pour chaque L; un automate déterministe complet A; reconnaissant L;.

2. Construire a partir des A; un automate déterministe reconnaissant L; N L.

3. Construire a partir des A; un automate déterministe reconnaissant L; U Ls. &

EXERCICE 4 1) Montrer que (P(A*),-,{¢}) est un monoide.
2) Montrer que si (Li)ier est une famille quelconque de langages, alors

(Jry-L=JL L,

i€l el

3) Montrer que L* = (L + {¢})" et que L* = {¢} + L-L".
4) Montrer que (* = {¢}. &

EXERCICE 5 Soit X = {b} et Y = (A\ {b}) - {b}".
1) Décrire informellement les éléments de X*, Y et Y*.
2) Montrer que tout mot de A* commencant par une lettre distincte de b appartient & Y*.
3) Montrer que tout mot u de A* s’écrit de fagon unique sous la forme u = vw, ou v € X* et

weYr . &

EXERCICE 6 Soit L un langage et Pref (L) = {u € A* /Jv € A* : wv € L} 'ensemble des préfixes
des mots de ce langage L. Montrer que si un langage L est reconnaissable I’ensemble Pref (L) est
aussi reconnaissable. &

EXERCICE 7 Montrer que tout langage fini est reconnu par un automate fini déterministe. (On
expliquera comment on peut construire un tel automate & partir des préfixes des mots de ce
langage). &
EXERCICE 8 Déterminiser et compléter ’automate suivant sur ’alphabet {a,b, ¢}, ot I’état initial
et les états terminaux sont notés i et f, f’.
a,c b .b b,c a,c ’
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EXERCICE 9 Soit A = {a,b,c}. Donner des automates déterministes complets reconnaissant les
langages suivants:

1) L’ensemble des mots de longueur paire.

2) L’ensemble des mots ou le nombre d’occurrences de “b” est divisible par 3.
3) L’ensemble des mots se terminant par “b”.
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4) L’ensemble des mots ne se terminant pas par “b”.
) L’ensemble des mots non vides ne se terminant pas par “b”.
) L’ensemble des mots contenant au moins un “b”.
) L’ensemble des mots contenant au plus un “b”.
) L’ensemble des mots contenant exactement un “b”.
9) L’ensemble des mots ne contenant aucun “b”.
10) L’ensemble des mots contenant au moins un “a” et dont la premiére occurrence de “a” n’est
pas suivie par un “c”.
11) L’ensemble des mots comportant au moins trois lettres et dont la troisieme lettre & partir

de la fin est un “a” ou un “c”. &
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EXERCICE 10 Donner les automates déterministes complets minimaux reconnaissant les langages
sur I'alphabet A = {a,b} donnés par les expressions rationnelles suivantes

1) (a+0b)*b(a+b)".

2)  ba* + ab+ (a+ bb)ab*.

3) (a+8)*) "+ ((a+0)*)".
¢

EXERCICE 11 Soit L I’ensemble des mots sur 'alphabet {a,b} ol le nombre d’occurrences de
“b” est divisible par 3. Il y a un automate A & trois états tel que L = L(A). Donner le systéme
d’équations associé aux transitions, et résoudre ce systéme pour L p, pour donner une expression
rationnelle dénotant L. &

EXERCICE 12 Soit A = {a,b} et L le langage comprenant tous les mots ayant trois occurrences
successives de “a”. Donner 'automate déterministe complet minimal reconnaissant L et résoudre
le systéeme d’équations correspondant; en déduire une expression rationnelle pour L. &

EXERCICE 13 Soit L le langage sur ’alphabet A = {a,b} comprenant tous les mots qui n’ont pas
trois occurrences successives de “a”. Donner automate déterministe complet minimal reconnais-
sant L et résoudre le systéme d’équations correspondant; en déduire une expression rationnelle

pour L. &

EXERCICE 14 Soit A = {a,b,c,d} et L le langage comprenant tous les mots ou tout “a” est
suivi d’'un “b” et tout “c” est suivi d’un “b”. Donner 'automate déterministe complet minimal
reconnaissant L et résoudre le systéme d’équations correspondant; en déduire une expression
rationnelle pour L. &



