LOGIQUE - 20 Décembre 2006
Documents Interdits - Rédigez sur une copie séparée
Les exercices sont indépendants

EXERCICE 1 1) Soit S ’ensemble de clauses :S = { PV-Q(b) , PVQ(z), ~PV-Q(z), ~PVQ(a)}.
Montrer par résolution que S n’est pas satisfaisable (il faut trouver une réfutation de S).

2) Soit F' la formule : Fi D F5 ou

Fi = (3z(P 2 Q(x))) A (Fz(Q(x) D P)) et F2 = 3z((P D Qz) A ((Q(z) O P))).

Montrer que F' est universellement valide en utilisant le principe de résolution : pour ce faire,
on montre que —F est insatisfaisable, en (a) mettant —F sous forme prénexe, d’ott une formule F’
(b) skolémisant cette forme prénexe F’, d’ott une formule G (c) mettant G sous forme clausale, et
(d) en réfutant ’ensemble de clauses obtenu.

3) La formule F’ (question 2)(a)) est-elle équivalente & la formule G (question 2)(b)) ? &

EXERCICE 2 Soit F' la formule (Vz s(x,y)) D (Jyr(z,y)). Donner une forme prénexe de F'.

EXERCICE 3 Soit L un alphabet contenant la constante a, la fonction unaire s et les prédicats
unaires P et ). On définit une interprétation I de domaine E = IN , avec :

L aj = 0,

e sy est défini par s;(n) =n+1 et

e Pr(n) = wvrai si et seulement si n est pair,

e Qr(n)=wvraisiet seulement si n est impair.

Soient les formules Fy = P(a) A—Q(a) , Fo = Vz(P(z) D P(s%*(x))) et F3 = Vz(Q(z) D Q(s3(x))).

1. I est-elle modele de F; pour j = 1,2,37 I est-elle modele de {Fi, F5, F3} 7
2. Donnez deux modeles de {Fi, F», F3}.
3. Montrez par résolution et induction sur n que {Fi, F», F3} - P(s*"(a)). &

T.S.V.P.



1. 1. Des clauses {PV —=Q(b) , PV Q(x)} on déduit P, des clauses {-PV -Q(z) , =PV
Q(a)} on déduit —P, et ensuite la clause vide.

2. =F est =[(Fz(P D Q(x))) A (Fz(Q(x) D P)) D Fz((P
soit =[-(3z(P D Q(x))) A (Fz(Q(x) D P)) v Jz((P D Q
(B2(P 5 Q(2) A (B2(Q(x) > P)) A ~3((P > Q(x)) A

(a) F' est (renommer les variables liées)

(B2'(P 5 Q")) A B (Q(x") > P)) A ¥a(~(P > Q

A2/ F2"Va((P D Q(2")) A (Q(z") D P) N (—(P D Q(x

(1) G est Va( (P> Q(a) A (Q(E) > ) A (P A Q) v (Q

(c) la forme clausale de G est

S={PV-Q(b), -PVQla), PVQ), ~PV-Q), ~PVP, Q) VQ)}

qui contient S et est donc réfutable.

(d) non, G n’est pas équivalente a F’, elle est seulement équisatisfaisable avec F’ : en
effet, les constantes a, b ne sont pas nécessairement les valeurs de z’, 2" qui rendront F’

&
>
J

=3

valide.
2. RAPPEL : on renomme les variables liées 32’3y’ (s(2’,y)) D r(z,y’)).

3. 1. I est modele de Fy, est modele de I, (car z pair implique s?(z) pair) et pas de Fj
(car x impair n’implique pas s®(z) impair), et donc I n’est pas modele de {Fy, Fy, F3}.
2. un modele : a;y =0, et s;(n) =n+1, et

Pr(n) = vrai si et seulement si n est pair,

Q1(n) = vrai si et seulement si n est multiple de 3.
un autre modele : ay =1, et s;(n) =n+1, et

Pr(n) = vrai pour tout n,

Q1(n) = faux toujours.
3. pour n = 0, il suffit de remarquer que la forme clausale de F; est P(a) , ~Q(a) , et
donc P(a) est conséquence de {F}, F», F3}. Ensuite, on suppose P(s*"(a)) et on fait une
étape de résolution a partir de Fb.



