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1. Introduction

Model checking. La vérification automatique des
systèmesréactifs, critiques et/ou embarqúes est aujour-
d’hui un problème très important. D’une part, parce que
l’usage de ces systèmes s’est considérablement étendu ces
dernières années et d’autre part, parce que leur complexité
s’est largement accrue. Leur développement, depuis leur
spécification jusqu’à leur implémentation, requiert donc
des approches particulières. Dans ce contexte, les méthodes
formelles de vérification constituent un axe de recherche
important et en plein essor. Parmi celles ci, les techniques
de vérificationautomatique– le model checking[12, 26] –
se sont beaucoup développées depuis les premiers travaux
de Clarke et Sifakis, elles ont été appliquées avec succ`es
sur de nombreuses études de cas et elles sont de plus en
plus utilisées dans le milieu industriel [13, 7].

Le model checking consiste à modéliser le système
à vérifier sous la forme d’un modèle mathématique qui
représente son comportement, à énoncer formellement la
propriété à vérifier (par exemple que« tout message envoyé
par le serveur sera reçu par le destinataire»), puis à utiliser
un outil (unmodel checker) pour décider automatiquement
si la propriété est vérifiée ou non par le modèle.

Le succès de cette approche repose sur l’existence de
modèles adaptés pour représenter le comportement d’un
système, de langages de spécification de propriétés assez
riches pour énoncer des propriétés complexes (comme les
logiques temporelles), et enfin sur une algorithmique effi-
cace pour traiter des systèmes de grande taille. De fait, les
succès du model checking ont été obtenus par une recherche
très active dans chacun de ces trois domaines.

Syst̀emes temps-ŕeel. La vérification des systèmes
temps-réel, c’est-à-dire les systèmes pour lesquels ilest
nécessaire de prendre en considération des informations
quantitatives sur l’écoulement du temps (on veut, par
exemple, pouvoir spécifier que le délai entre deux actions
est de 100 secondes, ou que l’alarme doit se déclencher

avant un certaintime-out, etc.) pose des problèmes
supplémentaires.

L’introduction des automates temporisés par Alur et
Dill au début des années 90 [2, 1] a constitué un im-
portant progrès pour la vérification des systèmes temps-
réel. Ces automates sont munis d’horloges qui progressent
de manière synchrone avec le temps et chaque transi-
tion peut contenir des contraintes de franchissement sur
la valeur courante des horloges. L’intégration des aspects
temps-réel se fait ainsi de manière élégante et naturelle.
Ces modèles bénéficient aussi de bonnes propriétés de
décidabilité, même si les algorithmes sont bien plus com-
plexes que ceux mis en oeuvre pour les classiques structures
de Kripke. Des model checkers pour les automates tempo-
risés existent [22, 30] et ont même été appliqués avec succès
sur des problèmes réels (voir le site web de l’outil UPPAAL :
http://www.uppaal.com/ ).

Syst̀emes ouverts. Enfin une caractéristique commune
des systèmes embarqués réside dans le fait qu’ils sont
contraints d’interagir avec d’autres composants, et cettedi-
mension doit évidemment être prise en compte dans leur
développement. Il faut donc garantir des propriétés d’in-
teropérabilité. On souhaite analyser le système à vérifier
comme un systèmeouvert et assurer son bon fonctionne-
ment dans son interactionavec son environnement. Leur
analyse pose des problèmes particuliers : il est déjà plus dif-
ficile d’énoncer leurs propriétés de correction (cela requiert
des formalismes spécifiques : il faut vérifier des propriétés
quel que soitle comportement de l’environnement) et les
algorithmes de vérification sont souvent plus complexes.
C’est sur cette spécificité que nous allons nous concentrer
dans ce document.

Des jeux . . . pour quoi faire ? L’utilisation des jeux est
classique en informatique. Elle permet par exemple d’illus-
trer certaines caractéristiques de formalismes logiques. Le
model checking duµ-calcul (i.e. vérifier la satisfaction
d’une formule deµ-calcul par une structure de Kripke) peut



s’exprimer sous la forme d’un jeu à deux joueurs [28]. Un
autre exemple classique (et plus direct) concerne la bisimu-
lation que l’on peut aussi définir comme un simple jeu à
deux joueurs : le premier essaie de montrer que les deux
systèmes à comparer sont différents (et choisit pour cela
certaines transitions censées les distinguer), tandis que le
second joueur essaie lui de prouver que les deux systèmes
sont bien équivalents (et réplique au premier en choisis-
sant d’autres transitions censées être équivalentes).Cette
définition offre un autre point de vue, souvent plus intui-
tif (il suffit de l’avoir présenté en cours pour s’en rendre
compte !). Cet usage des jeux est très classique mais ce n’est
pas le point de vue que nous utiliserons ici.

Dans ces notes, nous allons présenter plusieurs modèles
de jeux dont l’objectif est de modéliser l’interactionentre
différents processus. Chaque joueur (représentant un certain
processus) contribuera à l’évolution globale du système en
choisissant ses propres actions (coups). Pour cela nous uti-
liserons les CGS,Concurrent Game Structures[4], comme
modèle de référence pour nos différents jeux. On pourra
alors observer ou vérifier que tel joueur ou telle coalition
de joueurs peut garantir telle ou telle propriétéΦ : on dira
alors que ce joueur (ou cette coalition) a une stratégie ga-
gnante pourΦ.

Après avoir modélisé un système globalS sous la forme
d’un jeu, nous aurons besoin d’énoncer certaines propriétés.
Par exemple, on peut modéliser un protocole de communi-
cation sous la forme d’un jeu où interagissent :

– un émetteur (E) qui émet des messages et reçoit des
accusés de réception (AR) ;

– un récepteur (R) qui reçoit des messages et envoie des
AR ;

– un réseau qui transmet les messages avec plus ou
moins de pertes.

Dans un tel système, on peut chercher si il est possible
(et si oui, comment ?) pour l’émetteur de transmettre une
suite de messages au récepteur. Il faudra probablement faire
des hypothèses d’équité pour éviter que tous les messages
ne soient perdus. On pourrait aussi s’intéresser au temps de
transmission en fonction du degré de fiabilité du réseau,etc.

Si la réponse est positive, on voit bien qu’unestrat́egie
gagnantepour la « coalition» composée de E et R (ils
coopèrent) pour assurer la propriété ci-dessus correspond
à un algorithme de protocole de communication.

La question des systèmes ouverts est ainsi liée aux
problèmes de contrôle [27] où l’on s’intéresse, étantdonnés
un systèmeS, son environnementE et un objectifΦ, à
la synthèse d’un contrôleurC tel que(E|(S|C)) |= Φ :
on cherche à contrôlerS avecC (via la synchronisation)
de manière à ce que, plongé dans son environnementE,
le système complet vérifieΦ. Clairement la synthèse de
stratégies utilisée dans la théorie des jeux correspondbien à
la même notion.

On peut aussi raffiner le problème de contrôle dans deux
directions : d’une part, on peut s’intéresser juste à l’exis-
tence de stratégies (sans les construire), on parle alors de
contrôlabilité; et d’autre part, on peut fixer des conditions
sur la forme que doit avoir le contrôleur, par exemple on
peut souhaiter queC soit véritablement implémentable (par
ex. qu’il ne suppose pas une mémoire infinie ou un temps
de réaction infiniment petit. . . ).

Plan. Dans un premier temps, nous allons considérer le
cas non-temporisé. Nous verrons un modèle de jeu et une
logique temporelle permettant d’exprimer des propriétés
adéquates sur ces modèles. Cela nous permettra d’illustrer
certaines difficultés dans l’analyse de ces modèles. Dans
un second temps, nous présenterons plusieurs extensions
temps-réel de ces différents formalismes. Nous nous limi-
terons à une présentation informelle et nous renvoyons les
lecteurs intéressés à des articles de la littérature.

2. Modèles de jeux

Nous allons présenter un modèle de jeux concurrents, les
CGS (Concurrent Game Structures). Nous verrons ensuite
plusieurs variantes de ces jeux et quelques exemples.

Dans la suite, on suppose fixé un ensemble de propo-
sitions atomiquesAP que l’on utilisera d’une part, pour
étiqueter les états de contrôle des différents modèles que
nous considérerons et d’autre part, dans les formules de lo-
giques temporelles.

2.1. Les CGS

La définition formelle des CGS est la suivante :

Définition: [CGS [4]] Une structure de jeu concurrent
(CGS) est un 7-upletS = 〈Q, q0, ℓ,Agt,M,Mv,Edg 〉 où :

– Q est ensemble fini d’états de contrôle etq0 ∈ Q

désigne l’état initial du jeu ;
– ℓ : Q → P(AP) est une fonction d’étiquetage qui as-

socie à tout état de contrôle le sous-ensemble de pro-
positions atomiques qu’il vérifie ;

– Agt = {A1, . . . , Ak} est un ensemble fini dek joueurs
(appelés aussi lesagents) ;

– M est un alphabet (fini) de coups pour les joueurs ;
– Mv : Q × Agt → P(M) associe à chaque étatq et

chaque joueurA, les coups possibles pourA depuis
q ;

– Edg : Q×M
k → Q est latable de transitionsdeS qui

décrit l’évolution du système :Edg(q,m1, . . . ,mk)
est le nouvel état du système lorsqueAi jouemi pour
i = 1, . . . , k depuis l’étatq.

Étant donné l’état courant du jeuq, chaque joueurAi

choisit, de manière indépendante, un coupmi et la table de



transitions fournit alors le nouvel état du système , et letour
suivant commence alors. . . On noteNext(q, Ai,mi) l’en-
semble des états deQ qu’il est possible d’atteindre lorsque
le joueurAi joue le coupmi ; etNext(q) désigne l’ensemble
des étatsr atteignables depuisq (i.e. pour lesquels il existe
des coupsm1, . . . ,mk tels quer = Edg(q,m1, . . . ,mk)).

Pour illustrer la sémantique des CGS, nous pouvons
considérer le fameux jeu« chifoumi» : chaque joueur choi-
sit la pierre (pi), les ciseaux (c), le puits (pu) ou la feuille
(f ) ; ensuite la pierre tombe dans le puits, mais casse les ci-
seaux qui coupent la feuille,etc. La CGS à deux joueurs,
avec M = {f, pi, c, pu}, de la figure 1 représente ce
problème.

q0

q1 1-Winq22-Win

〈f.pi〉, 〈f.pu〉, 〈pi.c〉
〈c.f〉, 〈pu.pi〉, 〈pu.c〉

〈f.c〉, 〈pi.f〉, 〈pi.pu〉
〈c.pi〉, 〈c.pu〉, 〈pu.f〉

〈f.f〉, 〈pi.pi〉, 〈c.c〉, 〈pu.pu〉

FIG. 1. Le jeu “chifoumi”

Une paire〈c1, c2〉 représente le choix dec1 parA1 et c2
parA2. On peut aussi représenter la table de transition de la
manière suivante :

A2 :
q0 feuille pierre ciseaux puits
feuille q0 q1 q2 q1

A1 : pierre q2 q0 q1 q2
ciseaux q1 q2 q0 q2
puits q2 q1 q1 q0

Cet exemple illustre le caractère concurrent du modèle
des CGS. Notons aussi que la table de transitions peut
vite devenir assez grande : en effet, celle-ci est poten-
tiellement exponentielle dans le nombre d’agents. Ceci a
motivé l’introduction de CGSsymboliquespermettant une
représentation plus concise de la table à l’aide de fonctions
booléennes [18].

Ce modèle de jeux est assez général. Il en existe d’autres,
par exemple les ATS (pourAlternating Transition Sys-
tem) [3] : dans ce modèle, à chaque tour, chaque joueur
choisit un sous-ensemble d’états (ceux qu’il souhaite at-
teindre) parmi une liste fixée de sous-ensembles. Dès que
chaque joueur a sélectionné un tel coup, la nouvelle confi-
guration du jeu est obtenue en faisant l’intersection de tous
ces sous-ensembles (par construction on suppose que celle-
ci est toujours un singleton). Ce type de modèle peut se co-
der assez simplement avec les CGS (l’inverse est un peu

plus difficile [21]) et toutes les notions que nous verrons
ci-dessous s’adaptent aisément à ce cadre.

Notons aussi que l’équivalence entre modèles de jeux re-
quiert l’utilisation de critères particuliers. En effet,si l’on
compare deux systèmes de transitions, il est assez naturel
d’utiliser la bisimulation comme critère d’équivalence, mais
lorsqu’on compare des jeux, on doit tenir compte de la no-
tion de coups plutôt que des simples transitions (« y-a-t-il un
coup pour le joueurA dans le modèle 1 qui soit équivalent
à un coup pourA dans le modèle 2 ?»), et pour cela on peut
utiliser labisimulation alternante[5].

Il est aussi possible de considérer desjeuxà tours(turn-
based games). Cette famille de jeux est très utilisée, elle
bénéficie de bonnes propriétés algorithmiques. Dans ce
cadre, pour chaque étatq, il y a au plus un joueur qui dis-
pose de plusieurs coups, les autres n’ont pas le choix. Cela
revient à affecter chaque état à un joueur particulier (ce-
lui qui « a la main» dans cet état). Formellement, dans
les CGS à tours, on impose donc que pour toutq, il existe
i ∈ {1, . . . , k} tel que|Mv(q, Ai)| ≥ 1 et |Mv(q, Aj)| = 1
pour toutj 6= i.

2.2. Coalitions, exécutions, stratégies,. . .

Une coalitionA est un sous-ensemble d’agents. On étend
naturellement la notion de coups à une coalition (i.e. un
coup pour chaque joueur de la coalition), de même on utili-
seraNext(q, A,m) oùA ⊆ Agt etm est un coup pourA.
Lorsquem représente un coup pourA et m′ un coup
pour Agt\A, on notem · m′ le coup complet et alors
Next(q,Agt,m ·m′) = {Edg(q,m ·m′)}.

Une exécution est une séquence infinieρ = q0 → q1 →
q2 . . . telle queqi+1 ∈ Next(qi) pour touti.

Unestrat́egiepour un joueurAi est une fonctionfAi
qui

associe un coup pourAi à tout préfixe finid’une exécution.
Un tel préfixe fini représente l’état courant (le dernier ´etat du
préfixe) du jeu ainsi que son histoire (composée de tous les
états visités depuis le début du jeu). On a bien sûrfAi

(q0 →
· · · → qn) ∈ Mv(qn, Ai). On noteStrat(Ai) l’ensemble
des stratégies pourAi. Là encore, on étend aisément cette
notion aux coalitions.
On dit qu’une stratégiefA est une stratégiepositionnelle
(ousans ḿemoire), lorsqu’elle ne dépend que de l’état cou-
rant du jeu. Dans ce cas,fA est une fonction deQ dans
M. On peut généraliser cette restriction sur les ressources
dont disposent les stratégies, en considérant des strat´egies
à mémoire bornée par un entier [29, 24] : une mémoire de
taille k se code, par exemple, à l’aide d’un automate fini
à k états que l’on utilise comme« mémoire auxiliaire»
pour décider du mouvement à faire (celui-ci dépend alors
de l’état courant du jeu et de l’état courant de la mémoire).

Limiter les ressources des stratégies est évidemment une
question importante dès lors que l’on se pose la question



de l’implémentation d’une stratégie sous la forme d’un
contrôleur réel.

Enfin, étant donnée une stratégieFA pour une coalition
A ⊆ Agt, on noteOut(q, FA) l’ensemble des exécutions
depuisq engendrées (ou permises) parFA (NB : « Out»
pour outcomes). Bien sûr,in fine, le choix de l’exécution
dépendra des coups choisis parAgt\A maisFA restreint le
champ des exécutions possibles.

Dans l’introduction, nous avons mentionné le cas d’un
protocole de communication que l’on peut formaliser sous
la forme d’un jeu. On peut aussi suggérer le problème clas-
sique du passage à niveau : des trains et des voitures peuvent
arriver au passage, et il s’agit de trouver un algorithme
pour contrôler la barrière de manière à garantir qu’elle soit
baissée lorsque les trains passent mais suffisamment ou-
verte pour que les voitures n’attendent pas indéfiniment
pour passer. Un tel problème peut se voir comme un jeu
opposant une cheminote Alice, une conductrice Alix et un
garde barrière Bob. . . Y a-t-il une stratégie pour Bob de
manière à éviter un accident sans bloquer Alix ? Notons sur
cet exemple à trois joueurs, que malgré les apparences, Bob
et Alix ne doivent pas coopérer sinon une solution triviale
serait qu’Alix renonce à tout trajet en voiture et que Bob
ferme tranquillement la barrière. . . Bob doit réussir quels
que soient les comportements de Alice et Alix que l’on
pourrait, en fait, modéliser par un unique agent.

3. Logiques temporelles pour la sṕecification
de propri étés sur les jeux

La logique temporelle est un bon formalisme pour
énoncer des propriétés sur le comportement des systèmes
réactifs [25] : elle permet de spécifier l’ordonnance-
ment temporelle des évènements (i.e. exprimer que tel
évènement est avant tel autre mais après un troisième,etc.).
Par exemple, on pourra écrire« il est toujours vrai que
tout problème est suivi (plus tard) par le déclenchement
d’une alarme» avec la formuleG (pb ⇒ F alarme ) :
l’opérateur temporelleF permet de dire« plus tard» et G
– son dual – permet de dire« toujours».

Il existe de nombreuses logiques temporelles qui se
différencient notamment par les opérateurs temporels au-
torisés (U : « jusqu’à» , F : « un jour», G : « tou-
jours», X : « au prochain état», W : « jusqu’à ou tou-
jours», S : « depuis», . . . ) et par le modèle de temps
considéré [15]. On distingue les logiques temporelles de
temps linéaires (la plus connue étantLTL) et celles de temps
arborescent (commeCTL ou CTL∗). Pour les premières,
le systèmeS à spécifier est vu comme un ensemble
d’exécutions (et chaque état le long d’une telle exécution
a donc un unique successeur) : une spécification pourS

est alors un ensemble de formules deLTL (contenant des

opérateurs temporelsX et U ) qui doivent être vérifiées
pour toutes les exécutions deS. Dans le cadre du temps
arborescent, les propriétés s’interprètent sur les états du
système de transitions modélisantS : chaque état peut avoir
plusieurs successeurs. Les logiques de temps arborescent
contiennent donc en plus des opérateurs temporelsU et
X , des quantificateurs sur les chemins pour préciser si la
propriété temporelle doit être vérifiée surun chemin ou sur
tous les chemins. . . On écrira donc la propriété précédente
AG ( pb ⇒ AF alarme ) : pour toutes les exécutions
( A), il est toujours vrai (G ) que tout problème est suivi
le long de tous les chemins( A ) par le déclenchement
de l’alarme un jour (F ). Mais on pourra aussi écrire une
propriété commeAG (pb ⇒ EF alarme ) qui signifie
que de tout état contenant un problème, il existeun che-
min le long duquel l’alarme se déclenchera, ce qui est très
différent ! L’introduction des quantificateurs de chemins
permet donc l’expression de propriétés assez complexes.

Lorsqu’on s’intéresse aux jeux, il est naturel de raisonner
sur les stratégies dont disposent les agents pour garantirtelle
ou telle propriété. Par exemple, on pourrait être intéressé par
savoir si il existe une stratégie pour la coalitionA pour at-
teindre un état gagnantwin . Ce type de quantification sur
les chemins engendrés par une strat́egie pourA ne peut
pas s’exprimer avec les seules quantifications existentielles
et universelles sur les chemins : la logiqueATL [4] a été
proposée pour permettre ce type de propriétés à l’aide de
quantificateurs de la forme〈〈A〉〉 qui signifie« il existe une
stratégie pour la coalitionA telle que. . .». Formellement la
syntaxe deATL est la suivante :

Définition: [Syntaxe deATL]

ATL ∋ φs, ψs ::= P | ¬φs | φs ∨ ψs | 〈〈A〉〉φp

φp ::= X φs | φs U ψs | φs R ψs

avecP ∈ AP etA ⊆ Agt.

On interprète les formules deATL sur des états d’une
CGSS :

q |=S 〈〈A〉〉φp ssi∃FA ∈ Strat(A). ∀ρ ∈ Out(q, FA).

ρ |=S φp,

ρ |=S X φs ssiρ[1] |=S φs,

ρ |=S φs U ψs ssi∃i. ρ[i] |=S ψs et∀0 ≤ j < i. ρ[j] |=S φs

ρ |=S φs R ψs ssi∀i :
(

∃j < i. ρ(j) |=S φs

)

∨ ρ(i) |=S ψs

Notons que la quantification existentielle sur les che-
mins E deCTL ou CTL∗ s’exprime avec〈〈Agt〉〉 : si tous
les agents coopèrent, alors. . . Et la quantification universelle
s’exprime avec〈〈∅〉〉 : si personne ne coopère et que l’on
a une certaine propriété, c’est que celle-ci est vraie pour



toutes les exécutions. . .CTL est donc incluse dansATL (et
une structure de Kripke peut être vue comme une CGS à un
seul joueur).

Voici quelques exemples de formules :
– 〈〈Contrôleur〉〉G (¬Pb) : existe-t-il une stratégie pour

le contrôleur de manière à ce que la propositionPb ne
soit jamais vraie ?

– 〈〈A〉〉F
(

¬ 〈〈B〉〉F P ∧ ¬ 〈〈C〉〉F P
)

: existe-t-il une

stratégie pourA de manière à atteindre un état où ni
B, niC n’ont de stratégie pour atteindreP ?

– 〈〈A〉〉F
(

¬ 〈〈B〉〉F P ∧ ¬ 〈〈C〉〉F P ∧ 〈〈B,C〉〉F P
)

:

existe-t-il une stratégie pourA de manière à atteindre
un état où niB, ni C n’ont de stratégie pour atteindre
P , mais oùB et C peuvent coopérer ensemblepour
atteindreP ?

– 〈〈Emetteur,Recepteur〉〉F (msg-ok) : existe-t-il une
stratégie pour l’émetteur et le récepteur pour atteindre
un état où la propositionmsg-ok est vérifiée ?

Nous renvoyons à [4] pour une présentation détaillée de
la logiqueATL, ici nous voulons juste insister sur quelques
aspects particuliers de cette logique temporelle.

Les quantificateurs〈〈A〉〉 ne sont pas toujours faciles à
manier. Par exemple, siΦ1 et Φ2 sont des propriétés de
chemins (disons de la forme1 φU ψ), on sait bien que
E(Φ1 ∨ Φ2) est équivalente àEΦ1 ∨ EΦ2 (et donc par
dualité A(Φ1 ∧ Φ2) est équivalente àAΦ1 ∧ AΦ2). Mais
ce n’est pas le cas pour〈〈A〉〉 , on a :

〈〈A〉〉 (Φ1 ∨ Φ1)
6⇒
⇐ 〈〈A〉〉Φ1 ∨ 〈〈A〉〉Φ1

Les CGS ne sont pas des jeux déterminés [4, 16] : cela
s’illustre pour les formules deATL de la manière suivante :
si une coalitionA n’a pas de stratégie pour garantirΦ, cela
ne signifie pas que la coalitionAgt\A a une stratégie pour
garantir¬Φ. Ainsi la formule¬ 〈〈A〉〉ϕ n’est pas équivalente
à 〈〈Agt\A〉〉 ¬ϕ. Il suffit de considérer la CGS ci-dessous
dans laquelle ni le joueur 1, ni le joueur 2 n’ont de stratégie
pour assurerX P ou X ¬P . . . et doncq0 6|= 〈〈A1〉〉X P et
q0 6|= 〈〈A2〉〉X ¬P .

q0

p
q1

¬p
q′
1

¬p
q′
2

p
q2

〈1,1〉

〈1,2〉〈2,1〉

〈2,2〉

Par contre, si l’on considère des CGS à tours, les choses
se simplifient et on a bien¬ 〈〈A〉〉ϕ ≡ 〈〈Agt\A〉〉 ¬ϕ

1même si ce type de formule ne fait pas partie deCTL ou ATL mais
plutôt deCTL∗ ou ATL∗.

D’autres logiques. On trouve dans la littérature, d’autres
formalismes pour énoncer des propriétés sur les jeux. Ily
a des extensions naturelles deATL commeATL∗ ouATL+.
On peut aussi étendreATL avec descontextes stratégiques
ce qui augmente beaucoup son expressivité et permet
d’énoncer des propriétés complexes sur les stratégiesdes
différents agents [8]. Il y a aussi d’autres possibilités,
commeSL (pourStrategy Logic) [11] ouGL (pourGame
Logic) [4]. Ici nous allons juste présenter rapidement cette
dernière logique.

GL est une logique qui permet de raisonner explicite-
ment sur les arbres d’exécutions engendrés par une strat´egie
d’un joueur (ou d’une coalition). On dispose d’un quanti-
ficateur existentiel de stratégies pourA (∃∃A), de quanti-
ficateurs existentiel et universel de chemins (∃ et ∀) dans
un arbre d’exécution (i.e. engendré par une stratégie pour
une coalitionA ⊆ Agt) et des modalités temporelles habi-
tuelles. La syntaxe est définie comme suit (GLt contient les
formules d’arbres, etGLp les formules de chemins) :

Définition: [Syntaxe deGL [4]]

GL ∋ φs, ψs ::= P | ¬φs | φs ∨ ψs | ∃∃A.φt

GLt ∋ φt, ψt ::= φs | ¬φt | φt ∨ ψt | ∃φp

GLp ∋ φp, ψp ::= φt | ¬φp | φp ∨ ψp | X φp | φp U ψp

avecA ⊆ Agt etP ∈ AP.

La sémantique est assez naturelle : un étatq satisfait
∃∃A.φt ssi il existe une stratégieFA ∈ Strat(q, A) telle que
l’arbreTFA

engendré parFA depuisq vérifieφt.
La formule ∃∃A.(∃G P1 ∧ ∃G P2) énonce l’existence

d’une stratégie pourA telle qu’il existe (dans le cadre de
cette stratégie) un chemin oùP1 est toujours vraie et un
chemin oùP2 est toujours vraie. Cette propriété est inexpri-
mable avecATL∗ [4] mais elle l’est dès que l’on dispose de
contextes stratégiques [8].

4. Model checking

Ici le problème du modèle checking consiste, étant
données une CGSS et une formuleΦ ∈ ATL, à décider si
S vérifieΦ ou non. L’algorithme procède comme suit : pour
toute sous-formuleψ deΦ, on calcule les états vérifiantψ
(on note[[ψ]] ce sous-ensemble). On commence par les pro-
positions atomiques (il suffit alors de considérer la fonction
d’étiquetageℓ), on traite facilement les opérateurs booléens
(une fois que l’on a traité les sous-formules. . . ) et il reste
à considérer le cas des modalités〈〈A〉〉X , 〈〈A〉〉 U et
〈〈A〉〉 R .

Lorsqu’on connaı̂t les états vérifiantϕ, on peut
déterminer ceux vérifiant〈〈A〉〉X ϕ, ces états sont les
préd́ecesseurs contrôlables pourA de l’ensemble[[ϕ]], on



le noteCPre(A, [[ϕ]]) oùCPre est défini de la manière sui-

vante :CPre(A,S)
def
= {q ∈ Q | ∃mA ∈ Mv(q, A) t.q.

Next(q, A,mA) ⊆ S}

CPre(A,S) contient les états pour lesquelsA dispose
d’une stratégie qui permet d’accéder en une transition àun
état deS.

Le traitement des modalités〈〈A〉〉 U et 〈〈A〉〉 R est le
plus caractéristique. Ici nous ne présenterons que le premier

cas.Étant donnée une formuleΨ
def
= 〈〈A〉〉ϕ1 U ϕ2, on va

trouver tous les états vérifiantΨ en calculant le plus petit
point fixe de la fonctionf : 2Q → 2Q suivante :

f(Z)
def
= [[P2]] ∪

(

[[P1]] ∩ CPre(A,Z)
)

(1)

On peut exprimer cette propriété en utilisant leµ-calcul al-

ternant avecµZ.
(

P2 ∨ (P1 ∧ 〈〈A〉〉X Z)
)

.

On retrouve ici le même schéma de point fixe que pour
l’opérateur E U de CTL, avec une différence : l’utili-
sation de 〈〈A〉〉X au lieu EX . On s’intéresse bien aux
prédécesseurs contrôlables (par la coalitionA) et non aux
seuls prédécesseurs.

Pour illustrer le calcul du point fixe, on considère
l’exemple de la formule〈〈A1〉〉F P interprétée sur la CGS
de la figure 2 (où les boucles sans étiquette correspondentà
l’unique transition possible pour ces états). On suppose que
q3 etq4 sont les seuls états qui vérifientP .

Le calcul du point fixe détecte tous les états vérifiantΦ
(coloriés sur la figure). On commence par trouverq3 et q4,
puisq2 (grâce au coup1,A1 peut assurer d’arriver enq3 ou
q4), puisq1 (grâce au coup1), puisq0 (par le coup2).

Notons que la complexité du calcul deCPre(A,S) est
déterminante pour la complexité du model checking de
ATL : cette complexité varie selon que l’on considère des
CGS« basiques», des CGS symboliques ou des ATS. Cela
donne les complexités suivantes :

Théorème: Le model checking deATL. . .

– sur les CGS est un problème P-complet [4] ;
– sur les CGS symboliques est∆p

3-complet [21] ;
– sur les ATS est∆p

2-complet [21].

On peut aussi mentionner que pour les propriétés
énoncées avecATL, il suffit de considérer des stratégies po-
sitionnelles (i.e. sans mémoire). Mais ce n’est pas le cas de
ATL∗ : par exemple, la formule〈〈A〉〉 (F P1 ∧ F P2) énonce
l’existence d’une stratégie pour atteindre un état vérifiant
P1 et un vérifiantP2 et une telle stratégie peut nécessiter
de faire deux choix différents pourA dans un même état (le
premier pour atteindreP1, le second pourP2).

q0 q3

q1 q2

q4

q5

〈2.1〉

〈1.1〉

〈2.2〉

〈1.1〉, 〈2.1〉

〈2.2〉

〈1.2〉

〈1.1〉, 〈2.1〉

〈1.1〉, 〈2.3〉

〈1.3〉 〈1.2〉

〈1.2〉

〈2.1〉

〈1.2〉, 〈2.1〉, 〈2.2〉

FIG. 2. Calcul de [[ 〈〈A1〉〉F P ]].

5. Extensions temporiśees

On considère à présent des modèles temps-réel (ou tem-
porisés), c’est-à-dire munis d’une information quantitative
sur le temps séparant deux états le long d’une exécution.
Étant donné un préfixe finiπ d’une exécution, on note
Durée(π) la durée deπ (mesurée dans l’unité de temps du
modèle).

On commence par présenter une version temporisée
d’ATL. Nous verrons ensuite plusieurs modèles de jeux tem-
porisés sur lesquels on peut interpréter les formules de cette
logique.

5.1. La logique TATL

La logiqueTATL [17] étendATL avec des contraintes
temps-réel de la même manière queTCTL [1] étendCTL :

Définition: [Syntaxe deTATL]

TATL ∋ φs, ψs ::= P | ¬φs | φs ∨ ψs | 〈〈A〉〉φp

φp ::= φs U∼c ψs | φs R∼c ψs

avecP ∈ AP etA ⊆ Agt.



On définit sa sémantique de manière standard :

q |=S 〈〈A〉〉φp ssi∃FA ∈ Strat(A). ∀ρ ∈ Out(q, FA).

ρ |=S φp,

ρ |=S φs U∼d ψs ssi∃i. ρ[i] |=S ψs etDurée(ρ|i) ∼ d

et∀0 ≤ j < i. ρ[j] |=S φs

ρ |=S φs R∼d ψs ssiρ |=S ¬(¬φs U∼d ¬ψs).

Notons que l’opérateurX a disparu : il n’a pas de sens
dans le cas des modèles à temps dense car il n’y a pas de
notion deprochainétat.

5.2. Le cas du temps discret

On présente d’abord une extension temporisée assez
simple des CGS. Il s’agit ici d’associer une durée entière
à chaque transition d’une CGS. On appelle ces modèles des
TDCGS (Tight Durational CGS) [20].

Formellement une TDCGS est une CGS où la table de
transitions est de la formeEdg : Q × M

k → N × Q. Si
Edg(q,m) = (d, q′), alors on noteEdgτ (q,m) la duréed
etEdgs(q,m) l’état q′.

Comment décider si un état d’une TDCGSS satisfait ou

non une formuleφ
def
= 〈〈A〉〉P1 U≤d P2 avecP1, P2 ∈ AP ?

Pour cela, on va calculer un ensemble de fonctionsvi : Q→
N pouri ∈ N de la manière suivante :

{

si q |= P2 : v0(q) = 0
si q |= ¬P2 : v0(q) = +∞































si q |= P2 : vi+1(q) = 0
si q |= ¬P1 ∧ ¬P2 : vi+1(q) = +∞
Sinon:
vi+1(q) = min

m∈Mv(q,A)
max

m′∈Mv(q,Ā)

(

Edgτ (q,m ·m′)

+ vi(Edgs(q,m ·m′))
)

La valeurvi(q) correspond à la durée minimale que peut
garantirA pour accéder à un état vérifiantP2 (en ayant
vérifiéP1 auparavant) en au plusi tours.

Considérons l’exemple de TDCGS de la figure 3 (la va-
leur de vérité des propositions atomiques est donnée dans le
tableau ci-dessous) et la formule〈〈A1〉〉P1 U≤c P2.

Le calcul desvi est décrit par le tableau ci-dessous :

vi(q) i=0 i=1 i=2 i=3

q0 (P1, ¬P2) +∞ +∞ 21 21

q1 (P1, P2) 0 0 0 0

q2 (P1, ¬P2) +∞ 20 20 20

q3 (¬P1, P2) 0 0 0 0

q4 (P1, ¬P2) +∞ +∞ +∞ +∞

q0 q1

q2 q3q4

1

1

1〈 1,1 〉

101

〈 1,2 〉

1

〈 2,1 〉

1
〈 2,2 〉

1
〈 1,1 〉

20
〈 1,2 〉

FIG. 3. Exemple de TDCGS

Le calcul desvi converge (ici en 3 itérations). Fina-
lement on déduit de la dernière colonne du tableau que
〈〈A1〉〉P1 U≤25 P2 est vraie pourq0, mais〈〈A1〉〉P1 U≤20 P2

ne l’est pas.
On peut montrer que le calcul de[[ 〈〈A〉〉P1 U≤d P2]] peut

se faire en tempsO(|Q| · |Edg|).

Notons aussi qu’il existe une autre extension où l’on as-
socie à chaque transition un intervalle d’entiers correspon-
dant aux durées possibles que peut prendre la transition.
On peut alors utiliser des agents particuliers qui ont pour
seule action de choisir le temps des transitions. Le model-
checking de ces modèles, les DCGS, procède de la même
manière que celui des TDCGS avec la même complexité :

Théorème: [Complexité du model checking pour les
(T)DCGS [20]]

– Le model checking de TATL sur les TDCGS ou les
DCGS est un problème EXPTIME-complet.

– Le model checking de TATL≤,≥ sur les TDCGS ou
les DCGS est un problème P-complet.

Des probl̀emes difficiles. La borne inférieure de com-
plexité EXPTIME-dur ci-dessus repose sur le simple
problème de décider si la formule〈〈A〉〉F =cP est vraie
ou non sur une TDCGS. Ce type de problème peut s’ex-
primer facilement sous la forme d’un jeu sur les graphes
pondérés. On appelle le jeu du compte-à-rebours (count-
down game), le jeu à deux joueurs suivant : on dispose d’un
graphe(Q, T ) avecT ⊆ Q × N>0 × Q, une configura-
tion du jeu est une paire(q, c) ∈ Q × N. A chaque tour,
le joueurA1 choisit un entierd tel que (a)0 < d ≤ c et
(b) ∃(q, d, q′) ∈ T . Ensuite le joueurA2 choisit une tran-
sition (q, d, q′) dansT . La nouvelle configuration est alors
(q′, c − d). Le joueurA1 gagne le jeu si une configuration
de la forme(−, 0) est atteinte. En fait, décider de l’exis-
tence d’une stratégie gagnante pourA1 dans un tel jeu de-
puis une configuration(q0, c) est un problème EXPTIME-
complet [19]. On comprend bien dès lors que beaucoup de
problèmes mélangeant des aspects quantitatifs (comme le
temps) et des aspects d’interaction (avec plusieurs agents)
appartiennent à des classes de complexité élevées.



5.3. Le cas du temps dense

Dans cette dernière section, nous allons présenter in-
formellement deux types de jeux temporisés basés sur un
modèle de temps dense (il en existe d’autres, comme par
exemple [23, 6]).

Les TGA. Un des modèles les plus connus est celui
desTimed Game Automata, les automates de jeux tempo-
risés[14]. C’est une extension assez naturelle des automates
temporisés d’Alur et Dill sous la forme d’un jeu à deux
joueurs. L’automate dispose d’horloges (à valeur dansR≥0)
qui avancent de manière synchrone avec le temps, les transi-
tions d’action sont gardées par des contraintes sur la valeur
courante des horloges (spécifiant ainsiquand la transition
peut être tirée) et des opérations de remise à zéro d’horloges
peuvent aussi être effectuées lors du franchissement de ces
transitions. Les transitions sont partitionnées en deux sous-
ensembles : le premier contient les transitions du joueur 1
et le second celles du joueur 2. A chaque tour, à partir d’une
configuration(q, v) où v désigne la valuation courante des
horloges du jeu, chaque joueurAi choisit un coup com-
posé d’un délai d’attentedi après lequel il souhaite jouer
et d’une transitionti (queAi contrôle) à tirer. Alors la nou-
velle configuration(q′, v′) est soit l’état correspondant au
choix deA1 – c’est à dire l’attente ded1 unités de temps
suivie de la transitiont1 – si d1 < d2, soit celle correspon-
dant au choix deA2 sid2 < d1, soit elle provient d’un choix
non-déterministe entre les deux configurations précédentes
lorsqued1 = d2.

Considérons l’exemple ci-dessous :

q1 q2

c2;x := 0

c1;x > 0

Si depuis(q1, 0), A1 joue(1.5, c1) etA2 joue(0.8, c2),
alors on arrive en(q1, 0). Mais siA1 joue (0.5, c1) et A2

joue(0.8, c2), alors on arrive en(q2, 0.5).
Toujours sur l’exemple ci-dessus, on peut voir que le

joueurA2 semble disposer d’une stratégie gagnante pour
éviter à jamais l’arrivée dansq2 : il lui suffit de jouer à
chaque tour(0, c2). . . Le joueurA1 devant toujours don-
ner un délai strictement négatif, son coup ne sera jamais
pris ! Il y a bien sûr un problème sémantique dans cette
« stratégie gagnante» : le joueurA2 bloque l’écoulement
du temps. . . Pour éviter ce problème, il est important de
ne retenir que les stratégies non-Zéno (qui ne bloque pas
le temps). Plusieurs solutions pont été proposées, ici nous
mentionnons celle de [14] : un joueur ne gagne la partie que
s’il assure son objectif et que le temps diverge, ou alors si
le temps converge c’est par la seule faute de son adversaire.

Ainsi, avec cette définition, le joueurA1 a bien une stratégie
pour atteindreq2 (exercice : laquelle ?).

Les TCGS. Les TCGS (pourTimed CGS) sont des CGS
temporisées [9]. L’idée est ici de garder le caractère concur-
rent des CGS et d’y ajouter du temps quantitatif. La figure
ci-dessous donne un exemple de TCGS : on voit que les
transition sont toujours étiquetées avec le vecteur de coups
correspondant complété par une garde et une éventuelle re-
mise à zéro.

q1 q2 q4

q3

〈 2,1 〉

x≤2

〈 2,1 〉

x≤2

〈 1,2 〉

x≥2

〈 1,2 〉

x≥2,x:=0

〈 2,2 〉

x=1

Le jeu se déroule comme suit : chaque joueurA choi-
sit un délai d’attented comme pour les TGA, complété par
une fonctionf deR

+ dansM qui donne pour chaque délai
positif le coup souhaité pourA. Ce coup(d, f) signifie que
A souhaite jouerf(d) après un délaid, mais que s’ildevait
jouer à une autre date (i.e. contraint par un de ses adver-
saires) alors il fournit aussi une fonction générale indiquant
ses choix.

Dès lors que chaque joueurAi a choisi un coup(di, fi),

le système changera d’état aprèsd
def
= min(d1, . . . , dk)

unités de temps et la transition (d’automate tempo-
risée) choisie est donnée par la table de transitions
Edg(q, f1(d), . . . , fk(d)).

Considérons l’exemple ci-dessus. Notons qu’il manque
des transitions : par exemple, depuisq1, le coup 〈1.2〉
lorsquex est inférieur strictement à2 n’est pas représenté.
On suppose que ces absences correspondent à des boucles
sur le même état de contrôle. Depuis l’état(q1, x = 1.2),
supposons queA1 choisisse(d1, f1) avec d1 = 0.9 et
f1(d) = 2 si d ≤ 0.5 et f1(d) = 1 si d > 0.5. De
plus, supposons queA2 choisisse(d2, f2) avecd2 = 1.4
et f2(d) = 2 pourd ≤ 1 etf2(d) = 1 pourd > 1. Alors le
système exécutera la transitionq2 → q3 étiquetée par〈1.2〉
et gardée parx ≥ 2 après un délai de0.9 (et à cette datex
vaudra donc2.1).

Comme pour les TGA, le model checking est décidable.
Ici on peut construire une« CGS des régions» qui est bi-
similaire (au sens des jeux et du temps qualitatif) à la CGS
infinie représentant la sémantique de la TCGS.

Finalement, on obtient les résultats suivants concernant
ces modèles :

Théorème:
– Le problème du model checking de TATL sur les TGA

est EXPTIME-complet [14].



– Le problème du model checking de TATL sur les
TCGS est EXPTIME-dur et dans EXPSPACE [9].

Notons aussi que l’outil UppAal dispose d’une version
dédiée – UppAal Tiga2 – à l’analyse d’une variante des
TGA (on peut vérifier des propriétés d’atteignabilité au
moyen d’algorithmes à la volée [10]) : des outils existent
donc pour ces modèles et là encore des études de cas ont été
résolues avec eux.

6. Conclusion

Ce document est loin d’être exhaustif, il a juste pour ob-
jectif de présenter quelques modèles de jeux et logiques
temporelles adaptées. Les aspects temps-réel rendent la
définition et l’analyse de ces modèles encore plus com-
plexes. C’est la raison pour laquelle nous avons rappelé
les modèles pour le cas non-temporisé car ils permettent
d’aborder une série de questions sémantiques importantes
que l’on retrouve aussi dans le cadre temporisé. Ce domaine
de recherche est riche et très dynamique, de nombreuses
questions restent aujourd’hui ouvertes.
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