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RÉSUMÉ. L’objectif de ce document est de présenter le modèle des automates temporisés et des automates hybrides. Ces modèles
définis dans les années 90 sont utilisés avec succès pour la vérification formelle de système temps-réel. Nous présentons leur
sémantique, rappelons les principaux résultats les concernant et donnons les références bibliographiques classiques de ce
domaine de recherche.
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1. Introduction

Les systèmes réactifs et les systèmes embarqués occupent une place de plus en plus importante dans les appli-
cations industrielles. Ils interviennent de façon cruciale dans des domaines comme celui des transports (avionique,
automobile, ferroviaire) ou du nucléaire. L’objectif de ces systèmes est de maintenir une interaction avec leur en-
vironnement. Ces systèmes peuvent présenter un aspect critique, au sens où certaines erreurs ont des conséquences
graves : ils doivent alors être soumis à une phase de validation. Pour cela il est possible d’utiliser l’approche du
model checking [35, 19], c’est à dire de construire un modèle M représentant le comportement du système étudié,
de formaliser la propriété φ recherchée puis de calculer automatiquement si M satisfait φ ou non . Une des diffi-
cultés de la plupart de ces opérations réside dans le caractère dynamique de ces systèmes, qui ne produisent pas
directement un résultat mais obéissent à des contraintes sur le déroulement de toutes leurs exécutions possibles.
Certains manipulent des aspects temporisés de manière explicite, les contraintes sont souvent de nature quantitative
et concernent des durées ou des délais, comme par exemple des temps de réponse.

En 1990, Alur et Dill ont proposé le modèle des automates temporisés [7, 3] pour décrire le comportement
des systèmes intégrant des contraintes quantitatives sur le temps. Ces automates contiennent des horloges qui
évoluent de manière continue avec le temps et qui mesurent ainsi les délais séparant les différentes actions du
système modélisé. Les algorithmes de vérification ont été étendus à ces modèles [3, 27, 33, 28] et des outils
de model checking ont été développés [37, 34, 29] et appliqués avec succès sur des exemples issus du milieu
industriel [12, 36].

Les automates hybrides [5, 23] étendent cette démarche : il s’agit d’ajouter aux automates des variables dyna-
miques qui évoluent avec le temps. Le modèle ainsi obtenu est particulièrement riche (la plupart des problèmes de
vérification sont indécidables !). Des méthodes et des outils d’analyse ont aussi été développées pour ces systèmes
(semi-algorithmes, approximations etc.) [5, 25].

Des langages de spécification ont aussi été définis afin de permettre l’expression de propriétés intégrant des
contraintes quantitatives sur les délais [8, 4, 3, 2].

Dans ce document, nous rappelons les principaux résultats sur ces modèles et nous donnons des références
bibliographiques où des lecteurs intéressés pourront trouver plus d’informations.
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2. Automates temporisés

2.1. Définitions

Les automates temporisés [7] ont été introduits par R. Alur et D. Dill dans les années 90. Il s’agit d’automates
classiques munis d’horloges qui évoluent de manière continue avec le temps. Chaque transition contient une garde
(sur la valeur des horloges) décrivant quand la transition peut être exécutée et un ensemble d’horloges qui doivent
être remises à zéro lors du franchissement de la transition. Chaque état de contrôle contient un invariant (une
contrainte sur les horloges) qui peut restreindre le temps d’attente dans l’état et donc forcer l’exécution d’une
transition d’action. En général, le domaine de temps peut être N ou R+, ici nous prendrons R+ (N.B. la plupart
des résultats ne sont pas modifiés lorsqu’on considère N).

2.1.0.1. Quelques notations.

Soit X un ensemble d’horloges à valeur dans R+. Une valuation v pour X est une fonction (v : X → R+)
qui associe à chaque horloge x sa valeur v(x). On note R

X
+ l’ensemble des valuations pour X . Etant donné un réel

d ∈ R+, on note v + d la valuation qui associe à l’horloge x la valeur v(x) + d. Si r est un sous-ensemble de X ,
v[r ← 0] représente la valuation v′ définie par : v′(x) = 0 pour tout x ∈ r et v′(x) = v(x) pour x ∈ X\r.
On appelle contrainte atomique rectangulaire une formule de la forme x ./ k avec x ∈ X , k ∈ N et ./∈ {=, <,≤
, >,≥}. On appelle contrainte atomique triangulaire (ou diagonale) une formule de la forme x− x′ ./ k. On note
C(X) l’ensemble des combinaisons booléennes de contraintes atomiques (rectangulaires ou triangulaires) sur X .

Formellement, un automate temporisé est défini comme suit :

Définition 1 (Automate temporisé) Un automate temporisé A est un 6-uplet (Q, q0, X, Inv, T ,Σ) avec :

– Q est un ensemble fini d’états de contrôle ou localités,

– q0 ∈ Q est l’état initial,

– X est un ensemble fini d’horloges (à valeur réelle positive),

– T ⊆ Q × C(X) × Σ × 2X × Q est un ensemble fini de transitions ; e = 〈q, g, a, r, q′〉 ∈ T représente une
transition de q vers q′, g est la garde associée à e, r est l’ensemble d’horloges devant être remises à zéro et a est
l’étiquette de e. On note q

g,a,r
−→ q′,

– Inv : Q→ C(V ) associe un invariant à chaque état de contrôle,

– Σ est un alphabet d’action.

Un exemple d’automate temporisé est donné Fig. 2.1.0.1. Cet automate a pour localité initiale q0. L’invariant
x ≤ 13 de q0 indique qu’on peut rester dans q0 tant que x est inférieur à 13 mais pas au-delà. La transition a est
exécutable lorsque x < 4 et son franchissement remet x et y à zéro.

q0
x ≤ 13

q1
tt

x− y>10 ∧ y>1 ; c

x<4 ; a ;x, y := 0

y = 3 ; b ; y := 0

Figure 1. Exemple d’automate temporisé

Un état ou une configuration d’un automate temporisé est une paire (q, v) ∈ Q× R
X où q représente l’état de

contrôle courant et v une valuation pour les horloges.
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La sémantique d’un automate temporisé est définie sous la forme d’un système de transition temporisé qui
comporte des transitions d’action (étiquetées par un élément de Σ) et des transitions de temps (étiquetées par des
durées réelles) :

Définition 2 Un système de transition temporisé (STT) S est un quadruplet (S, s0,→,Σ) où S est un ensemble
(infini) d’états, s0 ∈ S est l’état initial et→⊆ S× (Σ∪R+)×S est la relation de transition. La relation→ vérifie

deux propriétés de fermeture : (1) si s
d
−→ s′ et s′

d′

−→ s′′ avec d, d′ ∈ R+, alors s
d+d′

−→ s′′ ; et (2) si s
d
−→ s′

avec d ∈ R+, alors ∀0 ≤ d′ ≤ d, ∃s′′ t.q. s
d′

−→ s′′.

Une exécution ρ d’un STT S est une séquence de transitions ρ = s0
l0−→ s1 · · · sn−1

ln−1

−−−→ sn telle que

∀0 ≤ i ≤ n− 1, si
li−→ si+1. Un état q ∈ Q est atteignable dans S si il existe une exécution de q0 à q.

Définition 3 (Sémantique des automates temporisés) Soit A un automate temporisé (Q, q0, X, Inv, T ,Σ). La sé-
mantique de A est définie par le STT SA = (S, s0,→,Σ) avec :

– S = Q× R
X ,

– s0 = (q0, v0) avec v0(x) = 0, ∀x ∈ X ,

–→ correspond à deux types de transitions :

- Les transitions d’actions : (q, v)
a
−→ (q′, v′) ssi ∃q

g,a,r
−→ q′ ∈ T et v |= g, v′ = v[r ← 0] et v′ |= Inv(q′).

- Les transitions de temps : Soit d ∈ R+. (q, v)
d
−→ (q, v + d) ssi v + d′ |= Inv(q) pour tout 0 ≤ d′ ≤ d.

Informellement : le système part de la configuration initiale (état de contrôle q0 et toutes les horloges à zéro),
puis effectue deux types de transitions : Les transitions d’action si la valeur courante des horloges le permet
(ce type de transition s’effectue de manière instantanée et certaines horloges peuvent être remises à zéro) et les
transitions de temps qui augmentent toutes les horloges d’une même durée (les horloges sont synchrones) en
respectant l’invariant associé à l’état courant.

Une exécution possible de l’automate temporisé de la Figure 2.1.0.1 est : (q0, (0, 0))
2.67
−→ (q0, (2.67, 2.67))

0.33
−→

(q0, (3, 3))
b
−→ (q0, (3, 0))

3
−→ (q0, (6, 3)) . . .

Une exécution d’automate temporisé peut aussi être vue comme un mot temporisé, i.e. une séquence de paires
(action, date). On peut la représenter comme une suit : (q0, v0, t0)

a1−→ (q1, v1, t1)
a2−→ . . .

an−→ (qn, vn, tn) avec
ti ∈ R+, t0 = 0 et ti+1 ≥ ti pour tout i. La date ti correspond à la date où l’action ai a été effectuée. L’étape

(qi, vi, ti)
ai+1

−→ (qi+1, vi+1, ti+1) correspond à une attente de durée ti+1 − ti puis le franchissement de l’action
ai+1, la valuation vi+1 est donc obtenue à partir de vi + (ti+1 − ti) en mettant à zéro certaines horloges (selon
la transition choisie). Le mot temporisé associé est alors (a1, t1)(a2, t2) . . . Voir [7] pour une théorie des langages
temporisés.

2.1.0.2. Composition parallèle.

Il est possible de définir de manière classique une composition parallèle d’automates temporisés (ou de STT).
Par exemple, on peut définir une synchronisation n-aire avec renommage. Si ce type d’opération est nécessaire pour
la modélisation de systèmes, elle n’ajoute pas d’expressivité sur le plan théorique : on peut toujours construire un
automate produit ayant le même comportement que la composition parallèle considérée.

2.2. Enoncer des propriétés temps-réel

Les automates temporisés permettent de modéliser des systèmes temps-réel. Il est aussi nécessaire de définir
des langages de spécification qui permettent d’énoncer des propriétés temps-réel, par exemple, on peut chercher
à énoncer que “l’alarme se déclenche au plus 3 secondes après la détection d’un problème”. Pour cela on peut
utiliser des extensions des logiques temporelles ou modales ou des automates de test.
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2.2.0.3. Logiques temporelles “temporisés”.

Il existe de nombreuses extensions de logiques temporelles qui permettent l’expression de contraintes quantita-
tives sur les délais séparant les actions du système à vérifier. La première consiste à compléter l’opérateur temporel
Until (U) avec une contrainte de la forme ./ k avec ./∈ {=, <,≤,≥, >} et k ∈ N. La formule φU<kψ est vraie
pour un chemin ρ ssi il existe un état q, situé à moins de k unités de temps de l’état initial, et vérifiant ψ et tel que
tous les états précédents vérifient φ. On étend de la même manière les opérateurs F (“un jour”) ou G (“toujours”).
Dans ce cadre la propriété décrite ci-dessus pourra s’écrire en TCTL (Timed CTL, une logique de temps arbo-
rescent) par AG(pb⇒ AF≤3alarme) ou en TLTL (une logique de temps linéaire) par G(pb⇒ F≤3alarme).
Une autre méthode consiste à ajouter des horloges aux logiques temporelles (on parle d’horloges de formules), des
opérateurs de remises à zéro et des contraintes du même types que celles utilisées dans les automates. La formule
précédente s’écrira alors de la manière suivante : AG(pb ⇒ xin(AF(x < 3 ∧ alarme))). L’opérateur in remet
l’horloge x à zéro lorsque l’on rencontre un état vérifiant pb, et il suffit donc de vérifier que x < 3 lorsqu’on
rencontre un état vérifiant alarme pour s’assurer que le délai séparant les deux positions est bien inférieur à 3.
Cette méthode permet d’exprimer des propriétés plus fines mais est moins intuitive que la précédente.

Il est aussi possible d’étendre les logiques modales avec des horloges de formules et d’utiliser des point fixes
pour exprimer des propriétés sur le comportement des systèmes [3, 2].

Nous renvoyons à [8, 9, 3, 10, 27, 30, 2] pour une présentation détaillée de ces diverses solutions.

2.2.0.4. Automates de test.

Pour exprimer des propriétés, il est parfois plus simple de les décrire sous la forme d’un automate temporisé
T . On place alors cet automate en parallèle avec le système à vérifier et on définit une synchronisation adéquate. Il
s’agit ensuite de vérifier que certains états de T sont ou ne sont pas accessibles. Voir [1] pour une présentation de
cette approche.

2.3. Problèmes de vérification

On distingue plusieurs problèmes de vérification selon les propriétés à vérifier.

– L’accessibilité d’un état de contrôle : il s’agit, étant donné un (ou une composition parallèle d’) automate(s)
temporisé(s) S et un état de contrôle q, de décider si il existe une exécution de S menant à une configuration (q, v).
Ce type de problème est le problème le plus connu, tous les outils de model-checking traitent ces questions (par
ex. UppAal).
Le problème dual de l’accessibilité est l’invariance : on cherche à alors à vérifier que tout état atteignable vérifie
une certaine propriété (atomique).

– Le model-checking : il s’agit, étant donné une formule de logique temporelle (ou modale) φ et un système
temporisé S, de vérifier si S satisfait φ (noté S |= φ). Les outils Kronos ou HCMC permettent de vérifier ce genre
de propriétés.

– Propriétés comportementales ou sur les langages : on peut aussi s’intéresser à des propriétés du type bisimu-
lation ou simulation entre automates. Une autre approche consiste à voir les exécutions des automates comme des
mots temporisés et les problèmes de vérification s’expriment alors sous la forme d’inclusion de langages tempori-
sés etc. Voir [6].

2.4. Analyse des automates temporisés

Une fois que l’on a défini un automate temporisé A et spécifié une propriété φ, il reste à trouver un algorithme
pour vérifier A |= φ. Pour cela, il n’est pas possible d’utiliser directement les algorithmes standards de model-
checking car le STT SA correspondant à l’automate contient un nombre infini d’états. Une solution possible serait
d’abstraire le STT SA en un système de transition fini S ′

A t.q. SA et S′
A vérifient les mêmes propriétés.

Dans le reste de cette section, nous considérons le problème de l’accessibilité d’un état de contrôle (les autres
problèmes de vérification peuvent être traités de manière similaire). Etant donnés A et un état de contrôle qF ,
l’objectif est donc de décider si qF est atteignable depuis (q0, v0). Nous allons passer de l’ensemble d’étatsQ×R

X
+
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Figure 2. Exemple de (RX
+ )/≡M

avec M = 2 et X = {x, y}

de SA à Q × (RX
+ )/∼ pour S′

A tel que (1) (RX
+ )/∼ soit fini et (2) pour tout u et v avec u ∼ v, on ait : (q, u) et

(q, v) ont les mêmes états accessibles.

Pour avoir les mêmes états accessibles, il suffit de pouvoir exécuter les mêmes transitions d’action (donc de
satisfaire les mêmes gardes), d’arriver dans des configurations équivalentes (après les resets) et de pouvoir simuler
les mêmes transitions de temps. Pour satisfaire les mêmes gardes de A, il est suffisant de considérer les gardes de
C(X) ayant une constante entière inférieure à la constante maximale M utilisée dans les contraintes de A (gardes
et invariants), on note CM (X) cet ensemble (fini modulo équivalences booléennes). Formellement, nous cherchons
donc une équivalence ∼ telle que u ∼ v entraîne les deux propriétés suivantes :

1) ∀g ∈ CM (X), u |= g ssi v |= g et ∀r ⊆ X, u[r ← 0] ∼ v[r ← 0].

2) ∀t ≥ 0, ∃t′ ≥ 0, t.q. u+ t ∼ v + t′ (et symétriquement).

On dit alors que ∼ est M -stable. Une équivalence M -stable et d’index fini serait donc un bon candidat pour
abstraire SA car le problème d’accessibilité initial dans une structure infinie se ramenerait à un problème d’acces-
sibilité dans un graphe fini.

En fait, il suffit de considérer l’équivalence ≡CM (X) induite par l’ensemble de contraintes de CM (X). On peut
en effet montrer que≡CM (X) estM -stable (la preuve est assez longue et laissée en exercice :-) et elle est clairement
d’index fini.

Si on considère le cas de X = {x, y} avec M = 2, l’équivalence ≡CM (X) engendre 70 classes d’équiva-
lences représentées sur la Figure 2 sous la forme de points, segments ou surfaces. A l’avenir nous noterons ≡M

l’équivalence ≡CM (X).

La zone grisée correspond aux valuations vérifiant 1 < x < 2 ∧ 0 < y < 1 ∧ y − 1 < x < y.

Remarque 1 Si l’automate A ne contient pas de garde diagonale, on utilise classiquement une autre équivalence
définie comme suit : u ∼ v ssi :

– ∀x ∈ X , u(x) > M ≡ v(x) > M
u(x) ≤M ⇒ bu(x)c = bv(x)c ∧ frac(u(x)) = 0 ≡ frac(v(x)) = 0,

– ∀x, x′ ∈ X , (u(x) ≤M ∧ u(x′) ≤M)⇒ (frac(u(x)) ≤ frac(u(x′)) ≡ frac(v(x)) ≤ frac(v(x′))

�

Etant donnée une valuation u, on note [u] la classe d’équivalence de ≡M contenant u. L’équivalence ≡M est
M -stable. Cela entraîne que toutes les valuations d’une même classe γ de (RX

+ )/≡M
vérifient les même gardes

de CM (X). On peut ainsi noter γ |= φ lorsque les valuations de γ vérifient φ. De plus, étant données deux
valuations u et v de γ, les valuations u[r ← 0] et v[r ← 0] appartiennent à la même classe pour tout r ⊆ X
(i.e. [u[r ← 0]] = [v[r ← 0]]) ; on peut ainsi définir la classe γ[r ← 0]. Enfin on peut aussi définir une opération
Succ sur les classes : Succ(γ) = {[u + t] | u ∈ γ et t ∈ R+}. Succ(γ) contient toutes les classes γ ′ contenant
des valuations qu’il est possible d’atteindre par une transition de temps à partir d’une valuation de γ. Toutes ces
opérations sont aisément calculables à partir des définitions de ≡M .

Dans la plupart des articles de la littérature, une région de A désigne une classe d’équivalence γ ou une paire
(q, γ). Nous pouvons maintenant définir le Graphe des régions [3] de l’automate A :
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Définition 4 Etant donné un automate temporisé A = (Q, q0, X, Inv, T ,Σ) et M la constante maximale ap-
paraissant dans les gardes et invariants de A, le graphe des régions de A pour l’accessibilité est le système de
transition finiRA = (S′, s′0,→,Σ) avec :

– S′ = Q× (RX
+ )/≡M

,

– s′0 = (q0, γ0) avec γ0 = [v0],

–→ se décompose en deux types de transitions :

- Les actions : (q, γ)
a
−→ (q′, γ′) ssi ∃q

g,a,r
−→ q′ ∈ T , γ |= g, γ′ = γ[r ← 0] et γ′ |= Inv(q′).

- Les délais : (q, γ)
δ
−→ (q, γ′) ssi γ′ ∈ Succ(γ) et γ′′ |= Inv(q) pour tout γ′′ t.q. γ′′ ∈ Succ(γ) et

γ′ ∈ Succ(γ′′).

Il y a correspondance entre les exécutions de A et celles deRA :

Proposition 1 Pour toute exécution (q0, v0, t0)
a1−→ (q1, v1, t1)

a2−→ . . .
an−→ (qn, vn, tn) de A, il existe une

exécution (q0, γ0)
δ∗

−→
a1−→ (q1, γ1)

δ∗

−→
a2−→ . . .

δ∗

−→
an−→ (qn, γn) dansRA (et réciproquement).

En conclusion, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1 Un état de contrôle qF est atteignable dans un automate temporisé A ssi un état de la forme (qF , γ)
est accessible dansRA.

Cela donne un algorithme pour décider de l’accessibilité d’un état de contrôle.

2.4.0.5. Les autres problèmes de vérification.

La technique que nous venons de présenter est adaptable aux autres problèmes de vérification mentionnés
précédemment. Par exemple, pour le model checking de TCTL avec les opérateurs E_U./k_ et A_U./k_, il suffit
de construire un graphe des régions avec une horloge supplémentaire afin de mesurer les délais séparant deux
configurations le long d’une exécution. Si on considère les versions de TCTL avec des horloges de formule, il
suffit d’ajouter ces horloges au graphe de régions. Ensuite il reste à adapter l’algorithme d’étiquetage classique de
CTL.

2.5. Complexité

L’algorithme d’accessibilité basé sur le graphe des régions n’est pas utilisé en pratique dans les outils de model
checking en raison de la taille du graphe des régions. En effet, la taille de (RX

+ )/≡M
est exponentielle dans le

nombre d’horloges (|X|) et dans le codage deM (|(RX
+ )/≡M

| est enO(|X|!·M |X|)). Cette explosion combinatoire
empêche la construction explicite de RA. En fait, l’accessibilité dans un automate temporisé est un problème
difficile :

Théorème 1 ([3, 20])

– L’accessibilité dans les automates temporisés est PSPACE-complet. [3]

– L’accessibilité dans les automates temporisés où les contraintes n’utilisent que les constantes 1 ou 2 est
PSPACE-complet. [20]

– L’accessibilité dans les automates temporisés avec 3 horloges est PSPACE-complet. [20]

Notons qu’il est facile de montrer que l’accessibilité se résout en temps polynomial lorsque l’automate tempo-
risé ne contient qu’une seule horloge. Le cas des automates avec deux horloges est ouvert.

Ces résultats de complexité sont à comparer à ceux existants pour les structures de Kripke classiques, le ta-
bleau 1 rappelle les principaux résultats 1.

1. AF-µ-cal est le µ-calcul sans alternation.
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Structures de Kripke Automates temporisés
Accessibilité NLOGSPACE-Complet PSPACE-Complet
TCTL : O(|S| · |φ|) PSPACE-Complet
TLTL : PSPACE-Complet indécidable si T = R

EXPSPACE-Complet si T = N

AF-µ-cal. O(|S| · |φ|) EXPTIME-Complet

Tableau 1. Complexité comparée : structure de Kripke et AT

On peut remarquer que les complexités obtenues pour la vérification des automates temporisés (hormis celle pour
TLTL avec R comme domaine de temps) correspondent exactement à celles obtenues pour les compositions
parallèles de structures de Kripke. En fait, du point de vue de la complexité, ajouter une horloge revient à ajouter un
processus. De plus, il n’y a pas de saut de complexité lorsqu’on considère des compositions parallèles d’automates
temporisés au lieu d’un unique AT. Cf [2].

2.6. Algorithmes et outils

Le saut de complexité induit par les contraintes d’horloges a nécessité le développement de structures de don-
nées spécifiques pour manipuler les ensembles de valuations. L’idée générale est d’éviter de construire le graphe
des régions et plutôt d’utiliser des structures de données symboliques, permettant de représenter des ensembles
plus grands de valuations. Il existe plusieurs solutions, certaines s’inspirent des BDD : CDD (Clock Difference
Diagram) [32], NDD (Numerical Decision Diagram) [11], RED . . .

Ici nous nous limiterons à la description des DBM (Difference Bound Matrix), la structure de données la plus
utilisée dans le domaine. Voir [22, 15] pour des présentations complètes. On va représenter les ensembles convexes
de valuations obtenus par conjonctions de contraintes atomiques de la forme x − y ./ k et x ./ k, on les appelle
des zones. Tout d’abord, on suppose l’existence d’une horloge x0 toujours nulle : Cela permet de représenter
toutes les contraintes sous la forme d’une conjonction de contraintes sur des différences d’horloges (x ./ l devient
x − x0 ./ k). On peut alors voir ce genre de contraintes comme un graphe valué où une arête de poids k entre les
horloges xi et xj représente la contrainte xi−xj ≤ k. Ce graphe peut être représenté sous la forme d’une matrice.
L’exemple suivant montre une contrainte et sa matrice associée :

(x1 ≥ 3) ∧ (x2 ≤ 5) ∧ (x1 − x2 ≤ 4)

x0 x1 x2

x0

x1

x2





+∞ −3 +∞
+∞ +∞ 4

5 +∞ +∞





En fait, à partir des contraintes x2−x0 ≤ 5 et x0−x1 ≤ −3, on peut déduire x2−x1 ≤ 2. On peut donc ajouter
cette contrainte dans la matrice sans changer l’ensemble de valuations correspondant. Un point très important des
DBM, c’est la possibilité de les normaliser. En effet, en appliquant l’algorithme de Floyd pour obtenir tous les
plus courts chemins entre les sommets d’un graphe, on obtient l’unique matrice représentant les contraintes les
plus fortes entre toutes les horloges. Dans l’exemple précédent, on obtient finalement :

3 4 9

5

2





0 −3 0
9 0 4

5 2 0





En plus de la normalisation, des algorithmes pour décider si une zone est inclue dans une autre ou si deux
zones représentent le même ensemble de valuations, ou pour calculer l’intersection de deux zones sont facilement
implémentables (et efficaces).
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Des problèmes subtiles existent : pendant plusieurs années l’algorithme classique d’accessibilité à la volée a
été considéré correct, alors qu’il faisait une surapproximation de l’ensemble des configurations atteignables. Ainsi
l’algorithme pouvait répondre que tel état était accessible alors qu’aucune exécution réelle n’existait ! Ce bug venait
d’une opération d’extrapolation, il a été découvert récemment par Patricia Bouyer, voir [15] pour une présentation
détaillée des DBM et de ces problèmes.

Les DBM sont des structures de données efficaces mais elles ne permettent pas la manipulation d’unions de
zones, ce qui est nécessaire dans tous les algorithmes de model checking. C’est ce qui a motivé le développement
des CDD [32] mais sans obtenir les mêmes avancées que les BDD avaient permises dans le domaine de la vérifica-
tion non temporisée. Des optimisations dans la manipulation des DBM ont aussi été proposées (par exemple [31]).

On retrouve les algorithmes standards du model checking. Il y a d’une part les algorithmes à la volée, où l’on
construit le graphe d’états (ici de zones) à la demande. L’outil UppAal [34], le plus connu des model checkers
temporisés, utilise cet algorithme. UppAal permet aussi l’usage de variables entières et de diverses structures. Voir
http ://www.uppaal.com/.

L’outil Kronos [37] (http ://www-verimag.imag.fr/TEMPORISE/kronos/) permet de vérifier des proprié-
tés TCTL. Il utilise un algorithme d’étiquetage classique et permet aussi la vérification de propriétés d’accessibilité
à la volée.

L’outil HCMC [29] (http ://www.lsv.ens-cachan.fr/˜fl/) permet de vérifier des propriétés écrites en
logique modale temporisée. Il utilise un algorithme compositionnel : Etant donné un problème (A1| . . . |An) |= φ,
on construit une formule φ/An

telle que (A1| . . . |An) |= φ ssi (A1| . . . |An−1) |= φ/An
. Des règles de simplifica-

tion permettent d’éviter (pas toujours !) que la taille de formule n’explose en cours de processus.

3. Automates hybrides linéaires

On peut prolonger la démarche des automates temporisés (i.e. automates + horloges) en ajoutant des variables
dynamiques qui évoluent dans le temps selon certaines lois ; on obtient alors les automates hybrides. Lorsque l’on
impose que les variables évoluent selon des pentes à valeur dans Z, on obtient la classe des automates hybrides
linéaires. Cette classe est très riche, elle contient évidemment les automates temporisés, puisque dans ce cas, toutes
les variables ont une pente égale à 1.

3.1. Définition et sémantique

3.1.0.6. Notations.

Soit X = {x1, . . . , xn} un ensemble de variables à valeur dans R. On note E(X) les expressions linéaires
sur X , c’est-à-dire les expressions de la forme a1 · x1 + . . . an · xn + a0 avec ai ∈ Z. Une contrainte linéaire
ou polyhédrale sur X est de la forme e ./ k avec e ∈ E(X), ./∈ {=, <,≤, >,≥} et k ∈ Z ; l’ensemble des
combinaisons booléennes de contraintes linéaires sur X est noté Cl(X).
On note L(X) l’ensemble des applications affines à coefficients dans Z sur R

n ; un élément α de L(X) est défini
par une paire (A,B) où A est une matrice n × n à coefficients dans Z et B ∈ Z

n. Etant donnée une valuation
v ∈ R

n pour X , α(v) désigne la valuation A · v + B. Ces applications sont utilisées pour les mises à jour des
variables lors du franchissement des transitions ; en général on se contente de les décrire sous une forme simplifiée
(par ex. “x := 3y + 2”).

Formellement on a :

Définition 5 Un automate hybride linéaire (AHL) est un 7-uplet (Q, q0, X, Act, Inv, T ,Σ) avec :

– Q est un ensemble (fini) d’états de contrôle ou de localités.

– qo ∈ Q est l’état initial.

– Act : Q → Z
X est une fonction qui associe un vecteur d’activité à chaque état. Un tel vecteur associe à

chaque variable une pente à valeur dans Z.

– Inv : Q→ Cl(X) associe à chaque état un invariant (i.e. une contrainte sur les variables de X).

– T ⊆ Q×Cl(X)×Σ×L(X)×Q est un ensemble de transition comprenant une garde, une étiquette et une
mise à jour à effectuer lors de son franchissement.
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– Σ est un alphabet d’action.

Etant donnés une valuation v pour X , un vecteur d’activité d̄ ∈ Z
n et t ∈ R+, on définit la valuation v + d̄ · t

comme suit : ∀xi ∈ X , on a (v + d̄ · t)(xi) = v(xi) + d̄i · t.

Comme les automates temporisés, une configuration d’un AHL est une paire (q, v) où q est un état de contrôle
et v une valuation pour X . Là encore, on définit sa sémantique sous la forme d’un STT :

Définition 6 (Sémantique des AHL) Soit A un AHL (Q, q0, X, Act, Inv, T ,Σ). La sémantique de A est définie
par le STT SA = (S, s0,→,Σ) avec :

– S = Q× R
X ,

– s0 = (q0, v0) avec v0(x) = 0, ∀x ∈ X ,

–→ correspond à deux types de transitions :

- Les transitions d’actions : (q, v)
a
−→ (q′v′) ssi ∃q

g,a,α
−→ q′ ∈ T et v |= g, v′ = α(v) et v′ |= Inv(q′).

- Les transitions de temps : Soit t ∈ R+. (q, v)
t
−→ (q, v + Act(q) · t) ssi v + Act(q) · t′ |= Inv(q) pour

tout 0 ≤ t′ ≤ t.

Considérons un brûleur à gaz [24] qui fuit de temps à autre. Supposons que toute fuite est détectée et résorbée
en moins de 1s et qu’un délai minimum de 30s sépare deux fuites. On souhaite maintenant vérifier que le temps
total de fuite est au plus 1/20 du temps total durant tout interval supérieur à 60s. On peut modéliser un tel système
par l’automate hybride linéaire de la Figure 3. L’état q0 correspond à l’état où le système fuit. L’horloge y mesure
le temps total de fonctionnement, l’horloge x mesure le temps de présence dans chacun des états (elle est remise
à zéro à chaque changement d’état) et z mesure le temps total de fuite (elle n’est active que dans l’état q0). La
propriété à vérifier est donc (y ≥ 60)⇒ (20z ≤ y).

q0 [fuite]
ẋ = ẏ = ż = 1

x ≤ 1

q1
ẋ = ẏ = 1
ż = 0

x := 0

x ≥ 30, x := 0

Figure 3. Exemple de AHL : un brûleur à gaz

De la même manière que pour les AT, on peut définir une composition parallèle qui permet de décrire facile-
ment des systèmes complexes. Et là encore, on peut utiliser des logiques temporisés pour énoncer des propriétés
quantitatives, on peut même ajouter des variables dynamiques dans les logiques [18].

3.2. Indécidabilité

Clairement les automates hybrides linéaires étendent les automates temporisés par :

– des gardes linéaires générales au lieu de contraintes de type x ./ k ou x− y ./ k,

– des mises à jour plus riches au lieu de simples remises à zéro,

– des pentes différentes pour les variables selon les états et non de simples horloges.

En fait, chacune de ces extensions prise séparément rend déjà l’ensemble des problèmes de vérification indé-
cidable ! En effet, l’ajout de gardes de la forme x + y ./ k dans les automates temporisés suffit à rendre l’acces-
sibilité indécidable [13]. L’ajout de mises à jour étendue comme x := x+ 1 rend aussi l’accessibilité indécidable
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(voir [17, 16] pour un tableau précis de ces résultats de décidabilité et d’indécidabilité). Enfin, considérer des
variables avec des pentes différentes rend très vite les problèmes indécidables, nous avons notamment le résultat
suivant [26] : l’accessibilité est indécidable dans les automates où une variable a deux pentes différentes selon les
états. Voir [26] pour un excellent survey sur ces questions, où sont aussi décrites des sous-classes décidables de
AHL.

Notons que la recherche de sous-classes des AHL est une tâche importante. En effet, cela permet d’isoler des
familles décidables (par exemple les automates rectangulaires initialisés [26]) ou des familles pour lesquelles des
optimisations sont possibles. De plus, en pratique, certaines sous-classes sont particulièrement intéressante, c’est
le cas de la famille des p-automates [14] pour la description de protocoles telecom. Les automates à chronomètres
(i.e. munis de variables à pente dans {0, 1}) permet de modéliser de nombreux problèmes de scheduling avec
préemption.

3.3. Vérification des automates hybrides linéaires

Les résultats de la section précédente font qu’il n’existe pas pour les AHL généraux des algorithmes pour véri-
fier les propriétés d’accessibilité ou plus généralement pour le model checking. Il est néanmoins possible de définir
des semi-algorithmes (i.e. qui peuvent ne pas terminer) ou des approximations qui garantissent la terminaison mais
qui ne fournissent pas toujours un résultat 2.

Le point clé de ces approches repose sur l’usage des contraintes linéaires pour représenter les ensembles d’états
du système à vérifier. En effet, on peut définir des opérations Pree(z) ou Poste(z) pour calculer les états prédé-
cesseurs ou successeurs d’un ensemble z par une transition e ; si z est une contrainte linéaire, alors Pree(z) et
Poste(z) peuvent être décrits sous la forme de contraintes linéaires [5]. Cela permet d’utiliser les bibliothèques
de calcul sur polyhèdres pour implémenter des algorithmes d’accessibilité dans les AHL. On désigne alors par
Post∗(z) l’ensemble des états accessibles depuis z et par Pre∗(z) l’ensemble des prédécesseurs de z, ces en-
sembles se définissent sous la forme de points fixes à partir des opérateurs Pre et Post.

HyTech est un outil remarquable qui permet le calcul pas à pas des espaces d’états de systèmes hybrides
linéaires. Il est aussi possible de lancer des calcul de points fixes (sans garantie de terminaison). Voir [25] pour une
description complète et des exemples (http ://www-cad.eecs.berkeley.edu/˜tah/HyTech/ ).

Dans le cas du brûleur à gaz, pour vérifier le système, on peut soit calculer l’ensemble 3 Post∗(x = y = z =
0 ∧ état-q0) et vérifier que Post∗(x = y = z = 0) ∩ y ≥ 60 ∩ 20z > y) est vide, soit calculer l’ensemble
Pre∗(y ≥ 60 ∧ 20z > y) et vérifier que Pre∗(y ≥ 60 ∧ 20z > y) ∩ (x = y = z = 0 ∧ état-q0) est vide.

L’outil HyTech permet de faire ce second calcul automatiquement et donne :

Pre∗(y ≥ 60 ∧ 20z > y) =

état-q0 ∧
(

19x+ y ≤ 20t+ 19 ∧ y ≥ x+ 59 ∧ x ≤ 1 ∧ x ≥ 0

∨ t ≥ x+ 2 ∧ x ≤ 1 ∧ y ≥ 0 ∧ 19x+ y ≤ 20t+ 19 ∧ x ≥ 0
∨ t ≥ x+ 1 ∧ x ≤ 1 ∧ y ≥ 0 ∧ 19x+ y ≤ 20t+ 8 ∧ x ≥ 0

∨ 20t ≥ 19x+ y + 3 ∧ y ≥ 0 ∧ x ≤ 1 ∧ x ≥ 0
)

état-q1 ∧
(

x ≥ 0 ∧ t ≥ 3 ∧ y ≤ 20t ∧ y ≥ 0

∨ x+ 20t ≥ y + 11 ∧ y ≤ 20t+ 19 ∧ t ≥ 2 ∧ x ≥ 0 ∧ y ≥ 0
∨ y ≥ 0 ∧ t ≥ 1 ∧ x+ 20t ≥ y + 22 ∧ y ≤ 20t+ 8 ∧ x ≥ 0

∨ y ≥ 0 ∧ x+ 20t ≥ y + 33 ∧ 20t ≥ y + 3 ∧ x ≥ 0
)

Et on a bien : Pre∗(y ≥ 60 ∧ 20z > y) ∩ (x = y = z = 0 ∧ état-q0) = ∅, la propriété est donc vérifée. Si
on lance, avec HyTech, le calcul de Post∗(x = y = z = 0 ∧ état-q0 alors le calcul ne termine pas ! Mais il est
possible de calculer “à la main” les premiers pas du calcul puis de deviner le point fixe résultat (et de vérifier que
celui-ci est bien le point fixe) puis bien-sûr on peut montrer que la propriété est aussi vraie avec cette analyse en
avant.

2. Dans ce cas, le programme peut répondre S |= φ, S 6|= φ ou “ne sait pas”
3. On utilise des propositions pour différencier les états de contrôle, cela revient à ajouter une variable discrète à notre système.
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L’autre possibilité consiste à utiliser des approximations, on peut alors garantir la terminaison des algorithmes.
Il s’agit aussi d’éviter des calculs coûteux (par exemple tester l’inclusion d’un polyhèdre dans un autre). D’abord
on peut utiliser des enveloppes convexes au lieu d’union de polyhèdres ; ensuite, on peut utiliser un opérateur
d’élargissement qui permet d’empêcher la divergence du calcul des points fixes. Voir [5] pour une description de
ces aspects qui s’inspirent des travaux sur l’interprétation abstraite [21].

4. Conclusion

Depuis leur définition et leur utilisation pour la vérification, dans les années 90, les automates temporisés et
hybrides se sont révélés être de bons modèles pour représenter le comportement des systèmes temps-réel. Beaucoup
de résultats théoriques et pratiques ont été obtenus. Des outils existent, ils ont permis de vérifier des études de cas
issues du milieu industriel. L’un des principaux problèmes réside dans l’explosion combinatoire due aux contraintes
quantitatives. Si les BDD ont permis, dans le cas non temporisé, de traiter des systèmes de taille très importante, la
situation est plus difficile dans le cas temporisé dans la mesure où il faut à la fois gérer la complexité due à la mise
en parallèle de plusieurs processus (comme dans le cadre classique) et aussi celle due aux contraintes temporelles.
Des progrès sont nécessaires dans ce domaine.

Le développement de modèles spécifiques pour certaines applications est aussi une piste de recherche promet-
teuse. Cela permet de développer des heuristiques particulières et d’éviter ainsi des coûts excessifs.

D’autres modèles intégrant du temps existent, dans les réseaux de Petri notamment, dans les algèbres de pro-
cessus . . . Ces problématiques se rejoignent et favoriser les interactions entre ces différents domaines est un enjeu
important.
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