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1 Introduction

Ce document est une présentation d’une partie des travaux que j’ai ef-
fectués depuis mon doctorat en 1993. Il ne s’agit pas d’une énumération
systématique et exhaustive. Ce n’est pas que ma production soit si impor-
tante, mais j’ai préféré présenter des travaux qui me semblent bien représenter
les orientations de mes recherches et ceux auxquels je suis particuliérement
attaché pour des raisons esthétiques.

Depuis le début de mon doctorat, le théme central de mes recherches a été
I’étude des automates sur des objets infinis tels que les mots infinis, les mots
bi-infinis ou méme les mots transfinis. Cette présentation est articulée autour
de trois thématiques qui sont les automates sur les mots infinis, les transduc-
teurs et la dynamique symbolique et finalement les automates sur des ordres
linéaires. Ce regroupement est fait en fonction des thématiques auxquelles
se rattachent naturellement mes travaux. Par contre, il ne tient pas compte
des méthodes employées qui auraient pu donner lieu & un tout autre regrou-
pement. Certains travaux utilisent des approches de nature algorithmique et
combinatoire alors que d’autres sont trés algébriques.

La théorie des automates a des liens étroits avec nombre de domaines aussi
bien en informatique qu’en mathématiques. Il existe en effet des connexions
avec ’algorithmique, la théorie de la complexité, la logique, la combinatoire,
la théorie des jeux, I’algébre, la topologie, la théorie descriptive, les systémes
dynamiques et la théorie des nombres. Cette diversité des interactions est bien
reflétée par les différents aspects abordés dans mes recherches. Lors de mon
doctorat déja, j’avais étudié la hiérarchie de Wagner qui établit des liens entre
des classes topologiques et des automates. Mes travaux en collaboration avec
Marie-Pierre Béal sur les transducteurs et la méthode de calcul de I'indice de
Rabin développée avec Ramon Maceiras sont de nature algorithmique. Dans
I’étude des automates sur les mots transfinis, nous avons utilisé, avec Nicolas
Bedon, des outils algébriques. Finalement, les prédicats morphiques abordés
en collaboration avec Wolfgang Thomas concernent des questions de logique.

Les interactions entre ces différents domaines deviennent encore plus con-
crétes lorsque des méthodes issues d’'un domaine donné peuvent étre appli-
quées avec succés a des questions provenant d’autres problématiques. Ainsi
les méthodes algébriques ont permis de décomposer les langages cycliques, ce
qui a débouché sur des résultats concernant la fonction zéta en dynamique
symbolique. De méme, la définition des prédicats morphiques provient de
la combinatoire des mots qui utilise abondamment les points fixes de mor-
phismes. C’est encore en utilisant des méthodes algébriques que nous avons
pu résoudre des questions de décidabilité de certaines logiques liées a ces
prédicats.



L’objectif principal de ce document est de donner un apercu de mes tra-
vaux de recherche. L’idée directrice a été de présenter ces travaux de maniére
simple et concise en essayant d’éviter au maximum la technicité. J’en ai pro-
fité pour donner les intuitions, chose qu’on a rarement ’occasion de faire
dans les articles. Par contre, cette présentation n’a pas la prétention d’étre
ni un survol du domaine ni une bibliographie. La liste de références biblio-
graphiques est d’ailleurs limitée au nécessaire pour situer mes résultats.
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F1G. 1 — Les mammiféres a grandes oreilles.

Ce document comporte quatre parties. Au prix de quelques redites, les
parties sont indépendantes. La premiére partie est une introduction aux au-
tomates a l'usage des néophytes. Elle est particulierement destinée aux per-
sonnes qui pensent naivement que les automates sont des petits mammiféres
sauvages a grandes oreilles. Que cette partie les détrompe en leur montrant
qu’on peut les apprivoiser sans difficulté.

La seconde partie est consacrée a des travaux concernant les automates
sur les mots infinis. Elle regroupe les résultats de trois collaborations sur
des themes assez différents avec Ramon Maceiras, Max Michel et Wolfgang
Thomas. Les résultats obtenus avec Ramén Maceiras sont de nature algo-
rithmique. Ils concernent le calcul de l'indice de Rabin d'un ensemble de
mots infinis donné par un automate a parité. L’objet des travaux avec Max
Michel est I’é¢tude d’une classe particuliére d’automates de Biichi appelés
non-ambigus. Le résultat principal s’apparente a un théoréme de McNaugh-
ton pour les automates co-déterministes. Finalement, la collaboration avec
Wolfgang Thomas a conduit a des résultats de décidabilité de certaines lo-
giques. Il s’agit en quelque sorte d’un retour aux sources puisque ce sont ces
mémes questions de décidabilité qui avaient conduit Biichi a introduire les
automates sur les mot infinis.

La troisiéme partie regroupe des travaux sur la dynamique symbolique
et les transducteurs. Le premier résultat a été obtenu en collaboration avec
Marie-Pierre Béal et Christophe Reutenauer. Il s’agit d’'une décomposition
des langages cycliques en langages de stabilisateurs qui conduit a une nouvelle



preuve de la rationalité de la fonction zéta d’un langage cyclique. Les deux
autres résultats ont été obtenus en collaboration avec Marie-Pierre Béal. Le
premier concerne la synchronisation de transducteurs sur des mots bi-infinis,
et le second la déterminisation de transducteurs sur des mots infinis.

La quatrieme et derniére partie est consacrée a des extensions de la no-
tion de mots infinis et d’automates. Les résultats obtenus en collaboration
avec Nicolas Bedon concernent les mots transfinis et les automates introduits
par Biichi. Notre contribution essentielle est d’avoir développé une théorie
algébrique de ces mots. Nous avons obtenu un théoréme de variétés qui étend
celui d’Eilenberg. Nos résultats redonnent en particulier une autre preuve de
la déterminisation des automates. Finalement, les travaux avec Véronique
Bruyeére ont étendu ces automates sur les mots transfinis a des automates
sur des ordres linéaires. Le résultat principal est une extension du théoréme
de Kleene aux ordres dispersés et dénombrables.



2 Petite introduction aux automates

Qu’est-ce qu’un automate ?
C’est une facon concise de représenter ou de décrire un ensemble de mots.
Prenons quelques exemples pour éclaircir notre propos. Supposons pour sim-
plifier que les mots soient uniquement écrits avec les lettres a et b. Pour
le moment, un mot sera pour nous une suite quelconque de lettres comme
aab sans se préoccuper du sens. Pour commencer en douceur, supposons que
I’ensemble X contienne le seul mot aab. On peut décrire X par 'automate :

Oacaobo

F1G. 2 — Automate pour X = {aab}.

Le mot aab correspond a la lecture des étiquettes des fleches le long du
chemin de la fleche entrante a la fléche sortante. Bien str, la description de X
par 'automate ne parait pas trés différente de 1’écriture X = {aab}. L’utilité
des automates apparait dés que X contient deux mots. Supposons que X
contienne les deux mots aaa et aab. On peut décrire X par 'automate :

F1G. 3 — Automate pour X = {aaa, aab}.

Les deux mots aaa et aab correspondent a la lecture des étiquettes des
fleches le long des chemins de la fléeche entrante a I'une des fléches sortantes.
La description de X par automate est déja plus concise que l'écriture in
extenso de X. Ceci devient plus marquant si on suppose que X contient tous
les mots de longueur 3 pouvant étre écrits avec les lettres a et b. On peut
décrire X par I'automate :

a a a
b b b

F1G. 4 — Automate pour X = {aaa,aab, ... ,bbb}.

Chacun des mots de longueur 3 correspond a la lecture des étiquettes le
long d’un des chemins de la fleche entrante a la fléche sortante. L’automate
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est beaucoup plus concis qu’une écriture explicite de X. Ce phénoméne serait
encore plus visible si on avait choisi de représenter les mots de longueur 10.
Cette possibilité de représenter un ensemble de mots de facon compacte est
d’ailleurs largement exploitée par les linguistes pour la compression des dic-
tionnaires.

On peut aller plus loin en décrivant des ensembles infinis de mots. Suppo-
sons que X contienne les mots a, aba, ababa, etc., c’est-a-dire tous les mots
qu’on peut écrire en alternant un a avec un b et ce jusqu’a un dernier a. Cet
ensemble peut étre décrit par 'automate :

a

—( ()

b
F1G. 5 — Automate pour X = {a, aba, ababa, ... }.

On peut aussi représenter I’ensemble X des mots a I'intérieur desquels les
blocs de a consécutifs sont de longueur paire comme par exemple baaaab et
bbaabaabbbaaaa. Ceci est fait par 'automate :

b

a

a

F1G. 6 — Automate pour X = (b+ aa)*.

Ce dernier ensemble X est aussi décrit par l'expression rationnelle (b +
aa)* qui exprime que tout mot de X peut étre obtenu en mettant bout &
bout des b et des blocs aa. De méme, ’ensemble précédent est décrit par
I'expression rationnelle a(ba)*. En effet, un mot de cet ensemble est obtenu
en mettant un a suivi d’'un nombre quelconque de blocs ba. Ceci pourrait
étre fait pour n’importe quel automate. Les initiés au domaine savent bien
que les automates sont équivalents aux expressions rationnelles. Ceci signifie
que tout ensemble de mots décrit par un automate peut aussi I’étre par une
expression rationnelle et inversement. Il existe d’autres fagons équivalentes
de décrire des ensembles de mots comme les formules de logique.

L’intérét des automates par rapport aux autres méthodes pour décrire des
ensemble est qu'’ils rendent effectives nombre d’opérations sur ces ensembles.
Par exemple, étant données deux descriptions d’ensemble, une question natu-
relle est de savoir si ces deux descriptions donnent en fait le méme ensemble.
Si les ensembles sont donnés par deux automates, il est aisé de savoir s’ils



sont égaux. Si au contraire, ils sont donnés par deux expressions rationnelles,
c’est plus délicat. Dans ce dernier cas, la bonne méthode consiste en fait a
convertir chacune des expressions en un automate équivalent puis a effectuer
I'opération sur les automates.

Cette effectivité a bien str un prix. Tous les ensembles ne peuvent pas
étre décrits par un automate. Par exemple, 'ensemble X = {a"b" | n € N}
ne peut pas I’étre & moins d’autoriser des automates eux-mémes infinis.

F1G. 7 — Automate pour X = {a™b" | n € N}.

Dans la suite, on va imposer aux automates d’étre finis et on interdira des
automates tels que celui de la figure 7. Il s’avére que I'ensemble X = {a"b" |
n € N} ne peut pas étre représenté par un automate fini.

/\

/N

A\

S|

@/ \@ @/g\@ @/ \@ @/\O*‘

Fig. 8 — Un arbre.

a—a a a
b/ \b/ \b
LN

FiGg. 9 — Une trace.

Dans les exemples précédents, nous avons utilisé des automates pour dé-
crire ou définir des ensembles de mots. Il est possible de remplacer les mots
par d’autres types d’objets tels les arbres (cf. figure 8 et [82]), les traces (cf.
figure 9 et [38]) ou des mots bi-dimensionnels (cf. figure 10 et [46]). Le cadre
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FiG. 10 — Un mot bi-dimensionnel.

général est le suivant : on dispose d’une classe d’objets fixée a priori. Ces
objets peuvent étre des mots, des arbres, des traces ou des tableaux de carac-
téres. A chaque automate est associée une partie de ces objets qui est donc
décrite par I'automate. Un automate peut étre vu comme une facon concise
de décrire une partie de ces objets qui peut étre finie ou infinie.

b
0@9

F1G. 11 — Machine & trois états.

Jusqu'ici, un automate a été présenté comme un graphe avec des sommets
et des fleches étiquetées avec des lettres. De plus, certains sommets sont dési-
gnés comme initiaux par une fléche entrante alors que d’autres sont désignés
comme finaux par une fléche sortante. L’automate décrit ’ensemble des mots
qui peuvent étre lus le long d'un chemin d’un sommet initial & un sommet
final. Cette vision d’un automate est complétement statique.

Cette vision peut étre rendue dynamique en considérant un automate
comme la description d’une machine. Les sommets représentent les différents
états possibles et les fleches sont les transitions que la machine est capable
d’effectuer. L’automate de la figure 11 représente une machine qui a trois
états possibles. Les lettres des transitions doivent étre interprétées comme des
données ou des événements extérieurs qui dirigent les changements d’états de
la machine. La machine peut seulement effectuer une transition d’étiquette a
lorsqu’elle recoit la lettre a en entrée. On dira que la machine /it la lettre a.
La suite des lettres que lit la machine au cours d’un calcul forme un mot
qu’on appellera mot d’entrée. Considérons, par exemple, la machine de la
figure 11 et supposons que le mot d’entrée est x = abba.

Les différentes étapes du calcul de la machine sont représentées sur la
figure 12. A chaque étape, I’état dans lequel se trouve la machine est marqué
en noir. Au départ, la machine se trouve dans I’état 0 qui est initial. Ensuite,
la machine effectue successivement des transitions d’étiquettes a, b, b et a. A
la fin de ce calcul, la machine se trouve dans un état qui est final. Pour cette
raison, le calcul est dit acceptant.

Cette facon dynamique de considérer un automate consiste a voir un
automate comme une machine de Turing trés particuliére a une seule bande.

7



a a

AN b b A
aib a:b aib a:b aib
bva b va b v a b v a bva
étape 0 étape 1 étape 2 étape 3 étape 4

F1G. 12 — Le calcul de ’automate pour = = abba.

Un automate est une machine de Turing dont le type de transitions autorisées
a été énormément restreint. D’une part, I'automate peut lire la bande sur
laquelle a été placé le mot d’entrée, mais il ne peut pas y écrire. D’autre
part, & chaque transition, la téte de lecture avance d’une position vers la
droite. Les lettres du mots d’entrée sont lues dans l'ordre et chacune est lue
exactement une fois. La machine effectue autant de transitions qu’il y a de
lettres dans le mot d’entrée.

Jusqu’a maintenant, nous avons utilisé les automates pour décrire des
ensembles de mots finis, c’est-a-dire des suites finies de lettres. Nous allons
voir qu’'un automate peut également décrire des suites infinies de lettres. Par
exemple, 'automate de la figure 5 décrit I’ensemble X = {a, aba, ababa, . .. }.
Il décrit aussi le mot infini x = ababab ... obtenu en répétant infiniment le
bloc ab. Plus généralement, un automate décrit un ensemble de mots infinis
qui peut contenir un seul mot comme dans ’exemple précédent, plusieurs ou
méme un nombre infini. Ces mots sont les étiquettes des chemins infinis dans
I’automate. Par exemple, 'automate de la figure 6 décrit ’ensemble des mots
infinis dont les blocs finis de a consécutifs sont de longueur paire. Autant le
role joué par les sommets initiaux reste clair dans ce cadre, autant celui joué
par les sommets finaux ne ’est plus. Ce point un peu délicat sera développé
ultérieurement.

Dés qu’on parle d’infini, surgit le probléme de savoir de quel type d’infini
il s’agit. Lorsqu’on a écrit le mot x = ababab... = (ab)¥ en répétant infini-
ment le bloc ab, on a implicitement supposé que l'on écrivait de la gauche
vers la droite. Méme si c’est moins naturel, on aurait pu écrire de la droite
vers la gauche et obtenir le mot 2/ = ...ababab = “(ab) qui est bien diffé-
rent du mot x. On aurait aussi pu écrire de gauche a droite en commencant
a l'infini & gauche et en terminant & l'infini a droite pour obtenir le mot
...ababab ... = “(ab)” qui est aussi le résultat de la concaténation de z' et
de z. En poursuivant cette idée, on aurait tout aussi bien écrire une pre-
miére copie de x suivie d'une deuxiéme pour obtenir le mot abab... abab. ..
ou bien écrire une copie de x suivie d’une copie de ' pour obtenir un mot



abab... ...abab = (ab)¥“(ab). Dans ce travail, on s'intéressera essentiel-
lement aux types d’infinis définis par 'ordre naturel des entiers et par les
ordinaux dénombrables. Nous aborderons également les ordres linéaires qui
permettent de prendre en compte les différents infinis que nous venons de
Voir.

3 Automates et mots infinis

La notion d’automate pour les mots finis est relativement naturelle. Dans
un tel automate, un chemin est acceptant s’il commence dans un état initial
et s’il se termine dans un état final. Dans un automate sur les mots infi-
nis, un chemin est une suite infinie d’états. Il n’est plus possible d’imposer
a un chemin acceptant de se terminer dans un état final puisque ce chemin
est infini et qu’il n’a pas de dernier état. Pour les mots infinis, plusieurs
variantes d’automates ont été introduites qui correspondent a différentes fa-
cons de remplacer cette condition sur la fin des chemins par quelque chose
d’adapté aux chemins infinis. Dans toutes ces variantes, un automate posséde
des états, des transitions entre ces états, des états initiaux et une condition
d’acceptation. Un chemin dans un automate est alors naturellement une suite
d’états qui est compatible avec ses transitions. Ces variantes d’automates se
différencient par leur condition d’acceptation, c’est-a-dire par leur facon de
spécifier quand un chemin commencant en un état initial est acceptant. Ces
différentes conditions d’acceptation ont en commun qu’elles portent sur les
états infiniment répétés le long du chemin. Nous donnons maintenant la dé-
finition générique d’un automate sur les mots infinis de facon indépendante
de la condition d’acceptation. Nous fixons également quelques notations.

Définition 1 Un automate sur les mots infinis est un automate (Q, A, E, I, ®)
ot Q) est un ensemble fini d’états, A un alphabet fini, E C Q x A X @ l’en-
semble des transitions, I est l’ensemble des états initiauz et ou ® est la
condition d’acceptation.

Soit A = (Q, A, E,I,®) un tel automate et soit x = agajas ... un mot
infini. Un chemin ~ d’étiquette = dans A est une suite d’états qo, q1, g2, . . .
telle que pour tout entier k, qp ~% qr,1 soit une transition de A. Comme
pour les automates de mots finis, le chemin 7 est initial si gy est initial. Le
chemin v est final §’il vérifie la condition d’acceptation ®. Il est finalement
acceptant 'l est & la fois initial et final. Un mot est accepté par 'automate
s’il est I’étiquette d’un chemin acceptant.

Pour un chemin v, on définit I’ensemble lim v des états qui apparaissent
infiniment souvent dans . Un état ¢ appartient a cet ensemble si pour tout



entier n, il existe un entier k, plus grand que n, tel que ¢ = q.
limy={q|¥n>0 3k >n ¢=q}.

Comme ’ensemble des états est fini, cet ensemble lim  ne peut pas étre vide.

La condition d’acceptation ® porte sur cet ensemble limy des états qui
ont une infinité d’occurrences dans 7. Cet ensemble d’états peut étre vu
comme un état fictif qui est ajouté a la fin du chemin et qui devient alors le
dernier état du chemin. Cet état fictif comble la lacune des chemins infinis
qui n’ont pas de dernier état. On verra que cette méthode est utilisée de
facon systématique pour les automates sur les mots transfinis.

Biichi [22| a tout d’abord introduit la condition d’acceptation la plus
simple. Pour un automate de Biichi, la condition d’acceptation ® consiste
uniquement en un ensemble F' d’état finaux. La définition d’un automate de
Biichi est formellement identique a celle d’un automate de mots finis. C’est
I'utilisation méme de ’automate qui est différente puisqu’un automate de
Biichi accepte des mots infinis et non pas des mots finis. Avec cette condition
d’acceptation, un chemin + est final s’il passe infiniment souvent par au moins
un état final, c’est-a-dire si limy N F # @.

a,b

FiG. 13 — Automate de Biichi pour aA“.

b a,b

ORmE

F1G. 14 — Automate de Biichi pour A*aA¥.

Exemple 2 Les figures 13, 14, 15 et 16 représentent des automates de Bii-
chi qui acceptent les ensembles de mots aA¥, A*aA¥, A*b¥ et (A*a)“. Ces
ensembles sont respectivement l’ensemble des mots commencant par un a,
I’ensemble des mots ayant au moins une occurrence de a, ’ensemble des mots
ayant un nombre fini d’occurrences de a et finalement I’ensemble des mots
ayant un nombre infini d’occurrences de a. Sur les figures, les états initiaux
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a,b b

ORBE

F1G. 15 — Automate de Biichi pour A*b“.

ba

F1G. 16 — Automate de Biichi pour (A*a)v.

sont toujours marqués par une fléche entrante alors que les états finaux sont
maintenant marqués par un double cercle.

L’inconvénient de cette condition d’acceptation est qu’elle est trop faible
lorsqu’on considére des automates déterministes. L’automate de la figure 15
accepte 'ensemble X = A*b¥ des mots qui ont un nombre fini de a. Le
complémentaire de X est I'ensemble (A*a)* qui est accepté par 'automate
déterministe de la figure 16. Par contre, il n’est pas trés difficile de montrer
que ’ensemble X ne peut pas étre accepté par un automate de Biichi déter-
ministe. Il est toutefois accepté par un automate de Muller déterministe dont
la définition sera donnée a la section suivante. L’approche pour la complé-
mentation via la déterminisation est donc vouée a I’échec si ’on se restreint
aux automates de Biichi.

La raison intuitive est que cette condition peut forcer un chemin a passer
par certains états infiniment souvent. Par contre elle ne peut pas interdire a
un tel chemin de passer infiniment souvent dans d’autres états. Ce manque
de symétrie explique pourquoi certains langages rationnels sont acceptés par
un automate de Biichi déterministe alors que leur complémentaire ne 1’est
pas.

3.1 Calcul de 'indice de Rabin

Le travail présenté dans cette partie a été réalisé en collaboration avec
Ramoén Maceiras dans le cadre de son DEA.

Nous avons décrit la condition d’acceptation dite de Biichi qui est don-
née par un ensemble d’états finaux. Celle-ci est simple mais elle n’est pas
suffisante pour les automates déterministes. Certains ensembles rationnels
ne peuvent pas étre acceptés par un automate de Biichi déterministe. Pour
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les automates déterministes, il faut considérer d’autres conditions d’accepta-
tion comme celle de Muller ou de Rabin. Comme la condition de Biichi, ces
conditions portent sur les états infiniment répétés le long d’un chemin. Le fait
d’étre acceptant pour un chemin v ne dépend que de la valeur de I’ensemble
lim~. Les valeurs de cet ensemble pour lesquelles le chemin est acceptant
sont appelées les ensembles d’états acceptants. Un ensemble d’états est, par
exemple, acceptant avec une condition de Biichi s’il contient au moins un des
états finaux. Les différentes conditions d’acceptation différent uniquement
par la facon dont elles spécifient ces ensembles acceptants. Toutes ces condi-
tions ont bien sir le méme pouvoir d’expression puisqu’elles définissent tous
les ensembles reconnaissables. Par contre, elles ont des comportements diffé-
rents d'un point de vue algorithmique. La donnée d’un ensemble reconnais-
sable sous la forme d’un automate ayant telle ou telle condition d’acceptation
peut radicalement changer la complexité de calcul de certains parameétres.
Nous allons nous intéresser dans cette partie au calcul de I'indice de Rabin
d’un ensemble reconnaissable de mots infinis. Nous commencgons par passer
rapidement en revue ces différentes conditions d’acceptation.

Muller [59] introduisit la condition qui porte maintenant son nom, mais
c’est McNaughton qui montra que tout ensemble rationnel de mots infinis
est accepté par un automate déterministe avec cette condition [55]. Cette
condition est constituée par une famille d’ensembles d’états appelée table.
Avec cette condition, un chemin est final si ’ensemble des états infiniment
répétés le long du chemin appartient a la table. Cette condition est donc la
plus explicite puisqu’elle consiste en une énumération directe des ensembles
acceptants.

Rabin |70] introduisit initialement sa condition pour les automates d’arbres,
mais elle peut aussi étre utilisée pour les automates de mots. Elle consiste en
une famille de paires d’ensembles d’états. Un chemin v est final pour cette
condition s’il existe une paire (L;, U;) de la famille telle que y passe infiniment
souvent par au moins un état de U;, mais passe un nombre fini de fois par
tous les états de ;. La condition duale de la condition de Rabin est appelée
condition de Streett [80].

La derniére condition que nous considérons est la condition dite a parité.
Elle fut initialement introduite par Mostowski [57] et elle est aussi appelée
condition de Rabin a chaine. Elle est donnée par une fonction 7 qui associe
un entier 7(q) a chaque état ¢ de automate. Un chemin est alors final si
la plus grande valeur qui apparait infiniment le long du chemin est impaire.
Cette condition est une généralisation de la condition de Biichi. En effet, si
on associe 1 a tous les états finaux et 0 aux autres, on retrouve la condition
de Biichi. La condition a parité est aussi un cas particulier de la condition
de Rabin. Si les ensembles L; et U; sont définis par L; = {q | w(q) > 2i} et
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Ui ={q | m(q) > 2i — 1}, la condition de Rabin {(L,U;),...,(Lm,Un)} ot
m = [(max,eqm(¢) + 1)/2] définit les mémes ensembles acceptants que la
condition & parité donnée par la fonction 7. On remarque que la condition
de Rabin équivalente est particuliére puisque les ensembles L; et U; forment
une suite décroissante. On a en effet la chaine d’inclusions U; D L; D U; D
+++ D Up 2 Ly, La condition a parité a été utilisée indépendamment en [44]
et [58] pour obtenir des stratégies sans mémoire.

Dans la suite de cette partie, nous ne considérons plus que des automates
déterministes avec des conditions d’acceptation de Rabin, de Muller ou a
parité. La condition de Rabin introduit de maniére naturelle une hiérarchie
parmi les ensembles reconnaissables de mots infinis. Le nombre de paires uti-
lisées dans une condition de Rabin constitue en quelque sorte une mesure de
la complexité de 'automate. Bien entendu, un méme ensemble de mots peut
étre accepté par deux automates ayant des nombres différents de paires dans
leurs conditions d’acceptation respectives. Pour un ensemble donné de mots
infinis, le nombre minimal de paires nécessaires dans un automate acceptant
constitue par contre une mesure intrinséque de sa complexité. Cet entier est
appelé 'indice de Rabin.

Les classes de la hiérarchie définie par 'indice de Rabin sont en fait des
classes particuliéres d’une hiérarchie beaucoup plus fine découverte par Wag-
ner [85]. La hiérarchie de Wagner est elle-méme la trace sur les ensembles
rationnels d’une hiérarchie de théorie descriptive des ensembles introduite
par Wadge [84]. Ainsi, les classes induites par 'indice de Rabin ont une in-
terprétation topologique et elles raffinent la hiérarchie de Borel.

Il a été prouvé par Krishnan et al. [51] que le calcul de 'indice de Rabin
a partir d'un automate de Rabin déterministe reconnaissant 1’ensemble est
NP-complet. Cette complexité traduit le fait que 'automate de Rabin qui
réalise le nombre minimal de paires dans sa condition d’acceptation peut
étre totalement différent de 'automate donné en entrée. D’un autre coté, la
méthode développée par Krishnan et al. permet de calculer en temps poly-
nomial l'indice de Rabin a partir d’'un automate de Muller déterministe. Un
autre algorithme plus efficace a été donné par Wilke et Yoo [89]. Le temps
de calcul de leur algorithme est O(m?nc) ou m, n et ¢ sont respectivement
le nombre d’états de ’automate, son nombre d’ensembles acceptants et le
cardinal de 'alphabet.

La différence entre les deux conditions d’acceptation montre que la condi-
tion de Rabin est beaucoup plus compacte. La taille d'un automate de Muller
équivalent & un automate de Rabin peut étre exponentielle. Ceci traduit le
fait que la condition de Muller énumeére explicitement tous les ensembles
acceptants qui peuvent étre trés nombreux.

La condition a parité définit également une mesure de complexité d’un
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automate. Celle-ci est donnée par la valeur maximale max,cq 7(¢) atteinte
par les entiers associés aux états. Cette valeur dépend de I'automate consi-
déré. Pour un ensemble de mots infinis, il faut prendre la valeur minimale de
cette mesure parmi les automates le reconnaissant, valeur que nous appelle-
rons indice de parité. Il s’avére que I'indice de Rabin et 'indice de parité sont
étroitement liés. Si les indices de Rabin et de parité d’un ensemble X sont res-
pectivement notés ind(X) et m(X), on a la relation ind(X) = | (m(X)+1)/2].
L’indice de parité détermine complétement I'indice de Rabin.

Nous avons montré [30] que l'indice de parité et, par conséquent, I'indice
de Rabin peuvent étre calculés en temps polynomial a partir d’'un automate
a parité déterministe. La complexité de Palgorithme est O(n?c) ou n et ¢ sont
respectivement le nombre d’états de l'automate et le cardinal de I’alphabet.

J’avais prouvé dans ma thése [27] qu'il est possible de minimiser la condi-
tion d’acceptation d’un automate a parité. Ceci signifie que pour un automate
a parité de fonction de parité 7, il est possible de trouver une autre fonction
de parité 7' telle que m et 7’ définissent les mémes ensembles acceptants et
telle que max,eq 7'(¢) soit égal a l'indice de parité de I’ensemble accepté par
l'automate. Nous avons finalement prouvé le résultat suivant [30].

Théoréme 3 L’indice de Rabin d’un ensemble de mots infinis accepté par
un automate & parité déterministe (Q, A, E,qo,7) et la fonction de parité
minimale 7' équivalente o m peuvent étre calculés en temps O(n’c).

3.2 Automates non ambigus

Le travail présenté dans cette partie a été réalisé en collaboration avec
Max Michel.

Un probléme important sur les automates est le probléme de la com-
plémentation. Il consiste, pour un automate A donné, a trouver un autre
automate A’ qui accepte le complémentaire de I'ensemble accepté par A.
Ce probléme apparait naturellement lorsque les automates sont utilisés pour
des questions de décidabilité de certaines logiques comme dans [22, 24|. Une
formule est alors traduite en un automate et les négations présentes dans la
formule correspondent a des complémentations des ensembles acceptés par
les automates.

Nous allons d’abord exposer la solution classique dans le cas des mots fi-
nis. Le probléme est trivial si 'automate A donné est déterministe et complet.
Il suffit alors d’interchanger états finaux et états non finaux de 'automate. Si
I’automate n’est pas complet, il est aisé de le compléter en ajoutant un nou-
vel état puits. Par contre, si 'automate n’est pas déterministe, il faut trouver
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un automate déterministe équivalent. La méthode classique pour obtenir un
tel automate est d’appliquer la construction par sous-ensembles [1].

a,b a,b

40%a®“@b§?&

FiG. 17 — Automate non déterministe pour A*aabA*.

b a aab

(Ja . C) ()
BB
Py = {0} P, = {0,1} P, = {0,1,2} P, = {0,3}

F1G. 18 — Automate déterministe pour A*aabA*.

Considérons I'automate non déterministe de la figure 17 qui accepte 1’en-
semble X = A*aabA* des mots ayant un facteur aab. En appliquant la
construction par sous-ensembles a cet automate, on obtient essentiellement
I’automate déterministe et complet de la figure 18 qui accepte bien sir le
méme ensemble de mots. Pour étre précis, on obtient en fait un automate
avec deux états en plus qui peuvent étre identifiés avec I’état P3. Un auto-
mate pour accepter le complémentaire de X peut facilement étre déduit de
cet automate déterministe. Il suffit de remplacer I'ensemble F' = {Ps} des
états finaux par le nouvel ensemble F' = { P, P, P,}.

De maniére générale, si A = (Q, A, E, I, F') est un automate déterministe
et complet qui accepte un ensemble X de mots finis, 'automate (Q, A, E, I, Q\
F') obtenu en échangeant les états finaux accepte le complémentaire A* \ X
de X. La propriété essentielle est que dans un automate déterministe et com-
plet, tout mot « étiquette un unique chemin initial y(x). Le mot x est alors
accepté si et seulement si ce chemin y(x) est acceptant (c’est-a-dire final
puisqu’il est déja initial). En complémentant F, le chemin ~y(z) devient final
s’il ne I’était pas et inversement.

La notion d’automate déterministe privilégie la lecture des mots de gauche
a droite. Puisque gauche et droite jouent des roles symétriques pour les mots
finis, on aurait pu aussi lire les mots de droite a gauche et considérer des
automates co-déterministes. Rappelons qu'un automate est co-déterministe
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aab b a

GGG Lo(P)
Py={0,3} P{ = {1,3} P} = {2,3} P} = {3}

F1G. 19 — Automate co-déterministe pour A*aabA*.

s’il a un unique état final et si pour tout état ¢ et pour toute lettre a, il existe
au plus un état p tel que p % ¢ soit une transition. On peut bien siir appliquer
(de fagon duale) la construction par sous-ensembles pour obtenir un automate
co-déterministe équivalent a un automate donné. Par exemple, si on applique
la méthode a 'automate de la figure 17, on obtient essentiellement celui de
la figure 19. Une fois obtenu un automate co-déterministe, le probléme de
la complémentation se résout aisément. Il suffit d’échanger les états initiaux
de 'automate pour qu’il accepte le complémentaire. Dans "automate co-
déterministe de la figure 19, seul I’état P est initial. Si on remplace {P;}
par {P], P}, P{} comme ensemble d’états initiaux, 'automate accepte alors
les mots qui ne contiennent pas le facteur aab.

Le fait d’étre déterministe pour un automate est une propriété locale. Elle
ne dépend que des états initiaux et des transitions sortantes de chaque état.
Mutatis mutandis, ceci s’applique aussi au co-déterminisme. Le déterminisme
implique que chaque mot fini ou méme infini est ’étiquette d’un seul chemin
initial dans I'automate. Cette derniére propriété est par contre une propriété
globale et il y a donc un passage du local au global. Il est encore vrai que
tout mot fini est l'étiquette d’un seul chemin final dans un automate co-
déterministe, mais ce n’est, par contre, plus vrai pour les mots infinis.

Pour les automates sur les mots infinis, le probléme de la complémentation
est plus compliqué que pour les automates sur les mots finis. Il existe trois
approches classiques pour résoudre ce probléme [83|. La premiére approche
due & Biichi permet de passer directement d’un automate de Biichi a un
autre automate de Biichi pour le complémentaire. Elle utilise une congruence
et est basée sur un argument combinatoire di & Ramsey |71]. L’approche
basée sur des w-semigroupes peut étre considérée comme une variante de
cette approche. La seconde approche due initialement & McNaughton [55]
puis améliorée par Safra 74| consiste a passer d’'un automate de Biichi a
un automate de Muller [59] déterministe reconnaissant le méme ensemble.
La complémentation est alors rendue triviale par le déterminisme de 1’auto-
mate. Cette approche implique des constructions élaborées sur les automates.
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La construction due a Safra est particuliérement astucieuse. La troisiéme ap-
proche est basée sur les automates alternants introduits par Muller et Schupp
|60] pour lesquels la complémentation est également triviale. Elle fut ensuite
reprise par Kupferman et Vardi [52| puis par Thomas [83].

Pour les mots finis, la construction par sous-ensembles permet de passer
d’un automate non déterministe & un automate déterministe. La méthode
de McNaughton [55] en est une extension aux mot infinis. Elle permet de
passer d’un automate de Biichi non déterministe & un automate de Muller
déterministe. Il reste cependant un fossé entre mots finis et mots infinis.
D’une part, la déterminisation pour les mots infinis nécessite de passer a une
condition d’acceptation plus compliquée. D’autre part, la complexité dans le
pire cas est différente puisqu’elle est de 'ordre de 2" pour les mots finis et
de n™ pour les mots infinis.

Pour les mots finis, la symétrie entre la gauche et la droite autorise a
utiliser la construction par sous-ensembles de facon duale pour obtenir un
automate co-déterministe. Par contre, la méthode de McNaughton ne peut
pas étre appliquée pour obtenir un automate co-déterministe. En effet, la
symeétrie pour les mots finis entre la gauche et la droite n’existe plus pour les
mots infinis. Ceux-ci sont infinis a droite et non a gauche. Ces mots ont une
premiére lettre mais pas de derniére lorsque l'on les lit de gauche a droite. La
question est alors de trouver des automates qui d’une certaine facon liraient
les mots infinis de droite a gauche et qui donc commenceraient la lecture par
la partie infinie.

Définition 4 Un automate de Biichi A est dit non-ambigu (respectivement
complet) si et seulement si tout mot infini x étiquette au plus (respectivement
au moins) un chemin final dans A. Si A est non-ambigu, cet unique chemin
est noté y(x).

De maniére générale, la notion de non-ambiguité pour une machine cor-
respond a l’existence d’au plus un calcul pour chaque entrée possible. Au
contraire, la notion de complétude correspond plutot a l'existence d’au moins
un calcul. Il existe de nombreuses variantes pour la définition de la non-
ambiguité. Par, exemple dans [16], un automate de mots finis est dit non-
ambigu si pour toute paire (p, ¢) d’états et tout mot fini w, il existe au plus un
chemin de p & ¢ d’étiquette w. La notion introduite ici est plus forte puisque
I'unicité du chemin est demandée indépendamment du point de départ et du
point d’arrivée du chemin. Il est juste requis 'unicité d’un chemin final.

Il faut remarquer que les propriétés de la définition ci-dessus sont des pro-
priétés globales et non pas locales. Ce sont ces propriétés qui sont réellement
requises pour la complémentation car une propriété locale ne suffirait pas a
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les garantir pour les automates de mot infinis.

a,b b

ORBY

F1G. 20 — Automate co-déterministe mais non complet.

Il n’est pas tres difficile de montrer qu’un automate non-ambigu est né-
cessairement co-déterministe. Si, de plus, 'automate est complet, il existe,
pour chaque état ¢ et chaque lettre a, un unique état p tel que p = ¢ soit
une transition. Par contre, la réciproque est fausse comme le montre ’au-
tomate de la figure 20. Cet automate n’est pas complet puisque le mot a*
n’étiquette aucun chemin final. Ceci contraste avec la situation pour les mots
finis. Chaque mot fini étiquette exactement un chemin dans un automate qui
a un seul état final et ou il existe une unique transition p - ¢ pour chaque
paire (a, q).

Si 'automate A est non-ambigu et complet, I'unique chemin final étiqueté
par ax est obtenu en prolongeant a gauche d’une transition d’étiquette a le
chemin final étiqueté par x. Pour cette raison, on peut considérer que ces
automates lisent les mots infinis de la droite vers la gauche.

L’intérét principal des automates non-ambigus et complets est qu’ils per-
mettent la complémentation de facon immeédiate. Il suffit en effet d’échanger
les états initiaux pour complémenter. On peut remarquer que les propriétés
d’ambiguité et de complétude dépendent uniquement des transitions et des
états finaux de ’automate. Elle ne dépendent pas de ses états initiaux. Si
l'automate non-ambigu et complet A = (Q, A, E, I, F') accepte I’ensemble X,
lautomate (Q, A, E,Q \ I, F) est également non-ambigu et complet. Il ac-
cepte en outre le complémentaire de X.

Puisque ces automates sont, co-déterministes, il constituent I’analogue des
automates de Muller déterministes. Par contre, ils utilisent la condition d’ac-
ceptation de Biichi qui est beaucoup plus simple que la condition de Muller.
Le théoréme de McNaughton établit que tout ensemble reconnaissable de
mots infinis peut étre accepté par un automate de Muller déterministe. Le
théoréme que nous avons obtenu [31| donne la méme chose pour les automates
de Biichi non-ambigus et complets.

Théoréme 5 Tout ensemble reconnaissable de mots infinis est accepté par
un automate de Biichi non-ambigu et complet.
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Deux preuves de ce théoréme sont données en [31|. La premiére preuve uti-
lise les graphes et les stratégies alors que la seconde utilise les semigroupes.
Les deux preuves sont effectives dans le sens ou elles donnent deux algo-
rithmes calculant un automate de Biichi non-ambigu et complet reconnais-
sant un ensemble X de mots infinis. Les deux algorithmes ne partent pas de
la méme entrée. Le premier algorithme suppose que I’ensemble X est donné
sous la forme d’un automate de Biichi qui le reconnait alors que le second
suppose qu’il est donné par un morphisme de A" dans un semigroupe fini
qui le reconnait.

Les deux preuves utilisent une premiére réduction du probléme en intro-
duisant des automates de Biichi généralisés ou la condition d’acceptation est
donnée par une famille d’ensembles d’états finaux au lieu d’un seul ensemble
dans les automates de Biichi usuels. Un chemin est alors final si au moins
un état de chacun de ces ensembles apparait infiniment souvent le long du
chemin. Ces automates de Biichi généralisés se révélent plus pratiques pour
construire des automates non-ambigus. En outre, il est facile de passer d’un
automate de Biichi généralisé non-ambigu et complet a un automate de Biichi
non-ambigu et complet qui lui est équivalent.

Les trois automates de Biichi des figures 13, 14 et 16 sont ambigus. Pour
chacun d’eux, le mot infini a“ est ’étiquette d’au moins deux chemins finaux,
I'un partant de I’état 0 et un autre de I’é¢tat 1. Nous allons donner trois auto-
mates de Biichi non-ambigus et complets qui sont équivalents aux automates
des figures 13, 14 et 16. Il faut remarquer que ces automates sont relative-
ment différents de ceux des figures 13, 14 et 16 et qu’ils ne correspondent pas
aux automates que 1’on construirait de maniére intuitive.

ab

FiG. 21 — Automate de Biichi non-ambigu et complet pour a A%.

Pour 'automate de la figure 21, il est aisé de vérifier directement qu’il est
non-ambigu et complet. Cela peut s’avérer plus délicat pour des automates
plus compliqués. La proposition suivante donne une caractérisation des auto-
mates non-ambigus et complets. Soit A 'automate de Biichi (Q, A, E, I, F)
et soit ¢ un de ses états. On note A, Pautomate (Q, A, E, {¢}, F') obtenu
en prenant le singleton {¢} comme ensemble d’états initiaux a la place de I.
L’ensemble X, accepté par A, est I’ensemble des mots qui étiquettent un che-
min final de A partant de ’état ¢. Il s’avére que 'automate A est non-ambigu
et complet si et seulement si la famille d’ensembles (X,),eo forme une par-
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F1G. 22 — Automate de Biichi non-ambigu et complet pour A*aA*.

l& amoe!

a,b a @‘

F1G. 23 — Automate de Biichi non-ambigu et complet pour (A*a)“.

tition de A“. Ceci permet de décider si un automate donné est non-ambigu
et complet.

Cette remarque permet de voir d’une fagon différente que si on échange
les états initiaux dans un automate de Biichi non-ambigu et complet, alors,
I’automate accepte le complémentaire. En effet, I’automate accepte par dé-
finition X = |J,¢; Xy Si la famille (X,),eq est une partition, alors 'union
U -y X, est effectivement le complémentaire de X.

La remarque précédente permet de vérifier sans difficulté que les deux
automates des figures 22 et 23 sont non-ambigus et complets.

3.3 Prédicats morphiques

Le travail présenté dans cette partie a été réalisé en collaboration avec
Wolfgang Thomas lors d’un sé¢jour & Aix-la-Chapelle.

Les automates sur les mots infinis furent introduits par Biichi [22] pour ré-
soudre des problémes de décision de certaines logiques. Biichi s’intéressait en
particulier & la logique monadique du second ordre de la structure (N, <) des
entiers munis de I’ordre. Nous allons revenir dans cette partie a ce probléme
initial en montrant que la structure (N, <) peut étre enrichie de certains pré-
dicats unaires appelés morphiques tout en préservant la décidabilité de la
logique monadique du second ordre.

La méthode due a Biichi consiste a traduire une formule close ¢ de la
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logique monadique du second ordre de (N, <) en un automate de Biichi A tel
que ¢ soit valide dans (N, <) si et seulement si A posséde au moins un chemin
acceptant. Cette derniére propriété peut bien sir étre testée facilement.

Il fut rapidement observé que cette méthode est applicable dans la situa-
tion plus générale ot la structure (N, <) est étendue en la structure (N, <, P)
ou P C N est un prédicat unaire fixé. On considére une formule ¢(X) ayant
une variable libre X du second ordre. En appliquant la méthode de Biichi,
cette formule est traduite en un automate de Biichi A sur 'alphabet d’entrée
{0,1}. La formule ¢(X) est alors valide dans la structure (N, <) en prenant
P comme interprétation de la variable X si et seulement si A accepte le mot
caractéristique xp du prédicat P. Rappelons que le mot caractéristique xp
de P est défini de la facon suivante. La k-iéme lettre de xp est 1 si k& appar-
tient a P et 0 sinon. La théorie monadique du second ordre de la structure
(N, <, P) est alors décidable si 'on peut décider si le mot caractéristique xp
est accepté par un automate de Biichi donné. Elgot et Rabin [43] donnérent
plusieurs prédicats se prétant a cet approche parmi lesquels I’ensemble des
nombres factoriels n!, I’ensemble des puissances k-iémes n* pour un entier k
fixé et les puissances k™ d’un entier k fixé.

Les remarques précédentes invitent a considérer le probléme de décision
suivant pour un mot infini x fixé.

(Ace,) Est-ce qu'un automate de Biichi donné accepte le mot x ?

Si le probléme (Acc,) est décidable, cela signifie intuitivement que le mot
infini x peut étre utilisé comme un oracle externe dans les systémes a états
finis non-terminants sans perdre les résultats de décidabilité.

Pour résoudre le probléme (Acc,,), Elgot et Rabin et ensuite Siefkes
[77] utilisérent une approche de la théorie des automates appelée méthode
de contraction. Elle consiste a réduire le probléme au cas d’un mot ultime-
ment périodique pour lequel le probléme (Acc,) est facile. Pour les prédicats
mentionnés ci-dessus, Elgot et Rabin montrérent que pour tout automate de
Biichi A, les blocs de 0 consécutifs de xp peuvent étre contractés de ma-
niére a obtenir un mot ultimement périodique z' tel que A accepte zp si et
seulement si A accepte 2’. Le probléme de décider si A accepte 2’ se résout
facilement.

Récemment, Maes [53] étudia des prédicats morphiques qui peuvent étre
obtenus par application itérée d’'un morphisme sur les mots. Il a prouvé que
pour un prédicat morphique P, la théorie du premier ordre de la structure
(N, <, P) est décidable. Les prédicats introduits par Maes sont des prédicats
d’arité quelconque. Ils sont obtenus par itération de morphismes de mots a
plusieurs dimensions. De maniére technique, ces morphismes doivent véri-
fier une propriété de symétrie qui assure la compatibilité des blocs lors de
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I'itération dans le cas d’une dimension strictement supérieure a 1.

Le résultat principal que nous avons obtenu est qu'’il est possible d’étendre
le résultat de Maes en passant du premier ordre au second ordre monadique.
Il faut cependant se restreindre aux prédicats unaires. En effet, I’addition est
un prédicat morphique et il est bien connu que la théorie du second ordre
monadique de la structure (N, +) est indécidable.

Nous donnons maintenant la définition précise d’un prédicat morphique.
Puisque dans la suite, nous utilisons uniquement des prédicats unaires, nous
nous contentons de la définition dans ce cas qui a l'avantage d’étre plus
simple. Rappelons qu'un morphisme 7 de A* dans lui-méme est une appli-
cation telle que I'image d’'un mot u = a; ...a, est égale & la concaténation
7(ay)...7(a,) des images de ses lettres. Le morphisme est donc compléte-
ment déterminé par les images des lettres. On définit la suite (z,,),>0 de mots
finis par x,, = 7" (a) ol @ est une lettre fixée. Si I'image 7(a) de a commence
par a, chaque mot x, est un préfixe du mot suivant x,.;. Si, de plus, la
suite des longueurs |z,| n’est pas bornée, la suite (z,),>o converge vers un
mot infini que nous notons 7¢(a). Un mot infini x sur un alphabet B est dit
morphique s’il existe un morphisme 7 de A* dans lui-méme et un autre mor-
phisme o de A* dans B* tel que x = o(7%(a)). Par extension, un prédicat P
est aussi dit morphique si son mot caractéristique zp est morphique. Nous
pouvons maintenant énoncer notre résultat [32].

Théoréme 6 Soit x = o(7¥(a)) un mot morphique ot 7 et o sont des mor-
phismes. On peut décider si un automate de Biichi donné accepte le mot x.

Grace au résultat de Biichi |22], le théoréme a pour conséquence immé-
diate le résultat suivant.

Corollaire 7 Pour tout prédicat morphique, la théorie du second ordre mo-
nadique de la structure (N, <, P) est décidable.

Ce dernier résultat est intéressant car la classe des prédicats morphiques
est relativement riche. Elle contient nombre de prédicats étudiés auparavant.
Presque tous les prédicats considérés par Elgot et Rabin [43| font en parti-
culier partie de cette classe. Notre résultat fournit une approche unifiée aux
résultats précédents de Elgot et Rabin ainsi que ceux de Maes tout en les gé-
néralisant. La preuve que nous donnons a également 1’avantage d’étre courte
tout en restant élémentaire.

Une généralisation du théoréme précédent serait d’obtenir le méme résul-
tat en remplacant le point fixe du morphisme par le point fixe d’une fonction
séquentielle. Si la transition qui est étiquetée par une lettre a et qui part de
I’état initial d’un transducteur a une sortie qui commence par a, les images
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F1G. 24 — Fonction séquentielle de point fixe la suite de Kolakovski.

successives o(a),0?(a),o3(a),... de a par la fonction séquentielle o réalisée
par le transducteur sont préfixes les unes des autres. Si de plus la suite des
longueurs de ces mots n’est pas bornée, la suite de ces mots converge vers
un mot infini qui est point fixe de la fonction séquentielle. Cette généralisa-
tion semble toutefois difficile car certaines suites compliquées sont point fixe
d’une fonction séquentielle. La suite de Kolakovski est en effet point fixe de
la fonction séquentielle représentée a la figure 24.

Pour montrer que la classe des prédicats morphiques contient des prédi-
cats intéressants, nous avons établi le résultat suivant qui s’applique a beau-
coup de prédicats. Les preuves que des prédicats donnés sont effectivement
morphiques sont souvent excessivement techniques. La proposition suivante
permet de simplifier les arguments dans un grand nombre de cas.

Proposition 8 Soit (uy,)n,>0 une suite d’entiers positifs ou nuls et soit d, =
Upt1 — Up la suite des différences. S’il existe un entier ¢ tel que d, > 1
pour n > { et tel que la suite (dy,)n>¢ soit N-rationnelle, alors le prédicat
P = {u, | n >0} est morphique.

Le corollaire suivant montre que la plupart des prédicats considérés par
Elgot et Rabin sont morphiques.

Corollaire 9 Soit () un polynéme de coefficient dominant entier et positif
tel que Q(n) soit entier pour tout entier n et soit k un entier positif. Le
prédicat P = {Q(n)k™ | n > 0 et Q(n) > 0} est morphique.

En prenant ) égal & n’ pour un entier £ et k égal & 1, on retrouve le prédicat
{n*|n >0} et en prenant Q) égal a 1, on retrouve le prédicat {k" | n > 0}. Le
seul prédicat considéré par Elgot et Rabin qui échappe au corollaire précédent
est le prédicat factoriel {n! | n > 0}. Par un argument de croissance, on peut
facilement montrer que ce prédicat n’est pas morphique.

Afin de prendre en compte le prédicat factoriel, nous avons généralisé la
méthode utilisée pour les prédicats morphiques. Nous avons introduit une
classe plus large de prédicats pour lesquels la théorie du second ordre mona-
dique de la structure (N, <, P) reste décidable. Cette généralisation est basée
sur la notion de suite profiniment ultimement périodique que nous définissons
maintenant.
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Définition 10 Une suite (up),>o de mots sur un alphabet A est dite pro-
finiment ultimement périodique si pour tout morphisme p de At dans un
semigroupe fini S, la suite p(u,) est ultimement périodique.

Les suites de mots qui sont profiniment ultimement constantes ont beau-
coup été étudiées. Elles sont appelées opérations implicites dans la littérature
[2]. L’exemple canonique de telles suites est la suite u, = a™.

Un mot infini x sur alphabet {0,1} se factorise de maniére unique
T = UpUiUs ... en une suite de mots u,, appartenant a 0*1. Le mot x est alors
dit profiniment ultimement périodique si la suite (u,)n>o des mots de la fac-
torisation est profiniment ultimement périodique. Par extension, un prédicat
est aussi dit profiniment ultimement périodique si son mot caractéristique
est profiniment ultimement périodique. La suite des mots 7"(a) obtenus en
itérant un morphisme 7 est profiniment ultimement périodique. On retrouve
ainsi les prédicats morphiques dans la classe I des prédicats profiniment
ultimement périodiques. De plus, cette classe K jouit de nombreuses pro-
priétés de cloture (somme, produit, etc.) qui la rend particuliérement riche.
Elle contient en particulier le prédicat factoriel. Nous avons montré en outre
que tout prédicat P de I conduit & une théorie monadique de la structure
(N, <, P) qui est décidable [32]. La preuve de ce résultat est en fait une
extension directe de celle pour les prédicats morphiques.

3.4 Produit en couronne

Dans cette partie, nous nous intéressons aux liens entre les fonctions sé-
quentielles d’une part et le produit en couronne d’autre part. Pour les mots
finis, ces liens sont bien connus et ils sont appelés principe du produit en
couronne dans la littérature [79, 66]. Nous allons étendre ce principe aux
mots infinis puis 'utiliser pour obtenir des résultats de décomposition pour
les variétés de mots infinis.

Les fonctions séquentielles sont les fonctions réalisées par les transduc-
teurs déterministes en entrée. Elles peuvent étre vues comme une géné-
ralisation simple des morphismes. L’image par un morphisme 7 d’un mot
u=ay...a, est le mot 7(ay) ...7(a,) obtenu en substituant chaque lettre a;
par 7(a;). Dans le cas d’'un morphisme, ce par quoi est substituée une lettre ne
dépend que de cette lettre. Dans le cas d’une fonction séquentielle (gauche),
ceci dépend de la lettre a; mais aussi du préfixe a; ...a;_; du mot. En réalité,
ceci dépend de maniére trés simple de ce préfixe puisque c’est entiérement
déterminé par ’état d’arrivée du chemin initial étiqueté par ce préfixe dans
le transducteur et par la lettre a;. La lettre a; est en effet remplacée par la
sortie de la transition étiquetée en entrée par a; et issue de 1’état atteint par
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le préfixe a; ...a;_1 a partir de I’état initial.

Le théoréme d’Eilenberg établit qu’il y a une correspondance bijective
entre les (pseudo-)variétés de semigroupes finis et les variétés de langages
reconnaissables. Une question naturelle est de connaitre pour chaque opéra-
tion sur les langages l'opération correspondante au niveau des semigroupes.
Soit une opération L > L qui associe un langage reconnaissable La chaque
langage reconnaissable L de mots finis. L’opération correspondante se dé-
crit au niveau des variétés de semigroupes. Elle associe a chaque variété V
de semigroupes finis une variété \Y% qui est engendrée par les semigroupes
syntaxiques des langages L pour tous les langages L dont le semigroupe syn-
taxique appartient a V.

Il s’avére que nombre d’opérations naturelles sur les langages peuvent
étre décrites en utilisant des images inverses de fonctions séquentielles [68].
Lorsque c’est le cas, le principe du produit en couronne permet de décrire
opération V — V.

Si le langage L de mots finis est reconnu par le semigroupe S et si o est une
fonction séquentielle, alors I'image inverse o1 (L) de L par o est reconnue par
le produit en couronne SoS(o) de S et du semigroupe syntaxique S(o) de o.
Rappelons que toute fonction séquentielle est réalisée par un transducteur
minimal [33]. Par définition, le semigroupe syntazique de o est le semigroupe
de transitions de ce transducteur minimal. Le monoide S(o) est en quelque
sorte minimal également puisqu’il divise le semigroupe de transitions de tout
autre transducteur séquentiel qui réalise o.

Inversement, le principe du produit en couronne décrit les langages qui
sont reconnus par un produit en couronne So7" de deux semigroupes S et 7.
Il établit que tout langage reconnu par S o T est égal a une combinaison
booléenne de langages reconnus par S et de langages de la forme o 1(L)
ou o est une fonction séquentielle et ou L est reconnu par 7'. Les fonctions
séquentielles o qui apparaissent dans cet énoncé correspondent aux différents
morphismes de A" dans T et décrivent d’une certaine maniére le produit
interne de 7.

Nous avons étendu ces deux résultats aux mot infinis [29]. La premiére
étape est de définir le produit en couronne pour les w-semigroupes. En effet,
la bonne structure algébrique pour reconnaitre les ensembles de mots infinis
est la structure de w-semigroupe qui est un semigroupe muni en plus d’un
produit infini [87, 88, 65|. La définition de ce produit en couronne passe par
la définition préalable du produit semi-direct. L’extension aux mots infinis
du principe du produit en couronne se fait alors sans difficulté majeure.

Nous avons ensuite utilisé ces résultats pour obtenir des résultats de dé-
composition de variétés de langages de mots infinis. L’énoncé de ces résul-
tats nécessite quelques précisions sur les w-semigroupes. Rappelons qu’un
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w-semigroupe est une paire (S, S,) o Sy est un semigroupe muni de deux
opérations supplémentaires. La premiére opération est une action a gauche
de S, sur S,. La seconde est un produit infini qui associe un élément de S,
a toute suite de longueur w d’éléments de S,. Ce produit infini vérifie une
propriété d’associativité et il est compatible avec 1’action a gauche.

Un w-semigroupe (S4,S,,) définit naturellement deux semigroupes. Le
premier est bien entendu le semigroupe S, . Le second est le quotient de S
par la congruence ~ définie de la facon suivante. Deux éléments s et s’ de S
vérifient s ~ s’ si et seulement si su = s'u pour tout u de S,,. Chaque classe
de cette congruence est constituée des éléments ayant méme action a gauche
sur S,,. Pour cette raison, le semigroupe quotient S /~ est noté act(S). Pour
chaque variété V de semigroupes, on peut définir deux variétés V, et V,,
de w-semigroupes. La variété V. est la variété des w-semigroupes (S, S,)
tels que S, appartient a V. La variété V, est la variété des w-semigroupes
S tels que act(S) appartient & V. Puisque act(S) est un quotient de S, on
a 'inclusion V, C V.

On note I la variété de semigroupes qui ne contient que le semigroupe
trivial & un seul élément. Nous avons montré le résultat suivant qui relie les
deux variétés V et V,, [29].

Théoréme 11 Pour toute variété V de semigroupes, on a [’égalité
Vw — Iw (¢] V+.

Par définition, un w-semigroupe appartient a I, si son action est triviale.
Un ensemble X de mots infinis est reconnu par un tel w-semigroupe si pour
toute lettre a et tout mot infini z, ax appartient & X si et seulement si x
appartient a X. Ceci signifie de maniére intuitive que ’appartenance d’un
mot r & X ne dépend pas des préfixes de x, mais uniquement de sa partie
ultime. Un exemple typique d’un tel ensemble X est I’ensemble (A*a)¥ des
mots ayant un nombre infini de a.

En vertu du principe du produit en couronne, I’énoncé du théoréme pré-
cédent s’interpréte de la facon suivante. Un ensemble a son action dans V
s’il est I'image inverse d’un ensemble d’action triviale par une fonction sé-
quentielle dont le semigroupes syntaxique appartient a la variété V.

Dans le cas de variétés apériodiques, le résultat du théoréme précédent
peut étre amélioré. Il est en effet possible de montrer le résultat suivant [29].

Théoréme 12 Pour toutes variétés V et W de semigroupes telles que 'V
soit apériodique, c’est-a-dire vérifiant 'inclusion V. .C A, on a [’égalité

Vw ﬂW+ - (Iw N W+) V (V+ N W+)
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En prenant la variété W égale a la variété S de tous les semigroupes finis,
on obtient le corollaire suivant qui précise le résultat du théoréme précédent
dans le cas de variétés apériodiques.

Corollaire 13 Pour toute variété apériodique V de semigroupes, on a l’éga-
lité

Vw :IMVV+.

Ce dernier résultat signifie de maniére intuitive qu’un ensemble X dont I'ac-
tion est dans V peut s’écrire comme une combinaison booléenne d’ensembles
d’action triviale et d’ensembles reconnus par la variété V. L’hypothése que
V soit apériodique est indispensable. Il est en effet possible de montrer que
pour la variété G de tous les groupes finis, les inclusions G ¢ I, & G, sont
strictes.

4 Transducteurs et dynamique symbolique

La dynamique symbolique étudie des systémes dynamiques qui sont dé-
crits par des ensembles de suites bi-infinies de symboles pris dans un alphabet.
La classification de ces systémes passe par I'étude des transformations entre
ces systémes. Ces transformations entre systémes permettent de modéliser les
problémes de codage et ont ainsi de nombreuses applications trés pratiques.
Parmi ces applications, on peut mentionner le codage par canaux contraints
|4]. Lorsque des données sont écrites sur un disque dur, des contraintes d’ordre
physique imposent qu'un nombre limité de 0 ou de 1 consécutifs puissent étre
écrits. Il faut donc encoder une suite quelconque de 0 et de 1 en une suite
qui vérifie ces contraintes. Ceci peut étre réalisé par un transducteur.

Les transformations entre systémes dynamiques symboliques sont souvent
réalisées par des transducteurs finis. La dynamique symbolique se trouve ainsi
intimement liée a I’étude des transducteurs. Cette partie regroupe des résul-
tats sur la dynamique symbolique et les transducteurs. Le premier résultat
concerne la fonction zéta qui est un invariant des systémes. La synchronisa-
tion des transducteurs lorsqu’ils réalisent des transformations entre systémes
est 'objet du second résultat. Le dernier est la déterminisation de transduc-
teurs réalisant des relations de mots infinis.

4.1 Fonction Zéta et langages cycliques

Les résultats présentés dans cette partie ont été obtenus en collaboration
avec Marie-Pierre Béal et Christophe Reutenauer.
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De maniére générale, un systéme dynamique est un espace topologique
muni d’une transformation. En dynamique symbolique, un systéme est tou-
jours un sous-systéme d’un systéme A% des mots bi-infinis sur un alphabet A
fixé. La topologie de AZ est la topologie produit qui peut aussi étre définie
par une métrique. La transformation canonique de AZ est le décalage (shift
en anglais) o qui envoie une suite (a,)nez sur la suite décalée (a,41)nez. Un
systéme est alors un ensemble de mots bi-infinis qui est clos pour le décalage
et fermé pour la topologie. Un exemple important de systéme est I’ensemble
des mots qui sont I'étiquette d’un chemin bi-infini dans un automate fini.
Un tel systéme est appelé sofique. Un autre exemple est I’ensemble des mots
bi-infinis ou n’apparaissent pas comme facteur les mots d’un ensemble fini
et fixé. Un tel systéeme est dit de type fini. Un systéme de type fini est un
cas particulier de systéme sofique puisqu’on peut prendre 'automate de De
Bruijn pour une longueur de mots assez grande. Un systéme de type fini
correspond au cas ou 'automate peut étre choisi local.

F1G. 26 — Un systeme de type fini.

Une application [ocale entre deux systémes est une application continue
qui commute avec le décalage. La terminologie locale provient du fait que
I'image d’un mot par une telle application peut étre calculée en faisant glisser
une fenétre le long du mot. La lettre de I'image a la position 7 est entiérement
déterminée par les lettres du mot a; ,, ... a;1x pour des entiers k et m fixés.
La taille de la fenétre est alors m + k + 1. Pour cette raison, une application
locale est aussi appelée application a fenétre glissante. Une application locale
peut étre réalisée par un transducteur dont ’automate des entrées est un
automate de De Bruijn.

Deux systémes sont dits conjugués s’il existe une application locale bijec-
tive entre les deux systémes. On vérifie que la réciproque est aussi locale méme
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si la taille minimale de sa fenétre peut étre beaucoup plus grande. La déci-
dabilité de la conjugaison pour les systémes sofiques est encore actuellement
un probléme ouvert. Un certain nombre d’invariants répondent partiellement
a cette question en donnant des conditions nécessaires a la conjugaison. Le
principal invariant est 1’entropie qui mesure la croissance du nombre de fac-
teurs dans le systéme. Un autre invariant peut étre obtenu en considérant
les facteurs interdits minimaux a la place des facteurs qui apparaissent [13].
La fonction zéta d’un systéme est un invariant plus fin que 'entropie. Elle
compte le nombre d’orbites périodiques du systéme. Formellement, elle est
définie par ((S) = exp ., @, ol a, est le nombre de mots bi-infinis de
période n (dont la période divise n) du systéme. Par exemple, la fonction
zéta du systéme sofique de la figure 25 est (1+z)/(1 —z — z?) alors que celle
du systéme de type fini de la figure 26 est 1/(1 — z — 2?).

La Z-rationalité de la fonction zéta d’un systéme de type fini a d’abord
été prouvée par Bowen et Lanford [19] puis a été étendue aux systémes so-
fiques par Manning [54]. Bowen [18] redonne une autre expression rationnelle
de la fonction zéta d'un systéme sofique qui conduit & un meilleur algorithme
de calcul de celle-ci. La validité de cette expression n’est pas établie dans
l'article de Bowen, mais une preuve de celle-ci peut étre trouvée en [5|. La
N-rationalité de la fonction zéta d’un systéme sofique a été finalement prou-
vée par Reutenauer 72|, mais cette preuve est trés compliquée et une autre
preuve plus simple reste encore a trouver.

Berstel et Reutenauer ont introduit en [17] la notion de fonction zéta
généralisée d’un langage de mots finis. Pour un langage L de mots finis,
celle-ci est définie par

¢(L) ZGXPZM

n
n>1

ot p(L N A™) est 'image commutative des mots de longueur n de L. On re-
trouve la fonction zéta classique en projetant toutes les lettres de I"alphabet
sur la variable z. Il est montré en [17| que la fonction zéta généralisée d’un
langage cyclique est Z-rationnelle. Nous avons redonné en [12]| une nouvelle
preuve de ce résultat en décomposant un langage cyclique en langages forte-
ment cycliques. Notre preuve s’appuie alors sur la preuve de la Z-rationalité
de la fonction zéta d'un langage fortement cyclique donnée en [5]. Cette
preuve fournit un nouvel algorithme de calcul pour cette fonction zéta.

Un ensemble L de mots finis sur un alphabet A est dit cyclique s’il vérifie

YVue A* Vn>0 wuel < " el
Yu,v € A uv € L <= wvu € L.
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La premiére propriété signifie qu'un mot appartient & un langage cyclique L
si et seulement si sa racine primitive appartient a L. La seconde signifie
qu'un langage cyclique est clos par conjugaison. Un langage cyclique est donc
entiérement déterminé par les mots de Lyndon qu’il contient. L’ensemble
L = A*aA* des mots ayant au moins un a est cyclique. L’ensemble

L ={a’b™a™b™ ...a"* 0" a? | n; >0et p+qg=ni} U
{PPa™ ™ a™ ™ .. a"™ b [ n; > 0 et p+q=n}

est aussi cyclique mais il n’est pas rationnel.

Soit A = (Q, A, E) un automate déterministe sans états initiaux et sans
états finaux. Pour un état ¢ et un mot fini w, on note ¢ - w, 'unique état p,
s’il existe, tel qu’il y ait un chemin de ¢ a p étiqueté par w. On dit qu’un mot
fini w stabilise un sous-ensemble P C () d’états si P -w = P, ce qui signifie

Vpe P p-weP
Vp'e PIdpeP p-w=yp.

On note stab(A) 'ensemble des mots finis qui stabilisent au moins un sous-
ensemble non vide de (). Un ensemble de mots finis est dit fortement cy-
clique 8’1l est égal a stab(.A) pour un automate déterministe A. Les langages
fortement cycliques associés aux automates des figures 25 et 26 sont res-
pectivement a* + (aa + b)* + a(aa + b)*a et (b + ab)*(e + a). Les fonctions
zéta généralisées de ces langages sont respectivement (1 +a)/(1 — b — a?) et
1/(1 — b — ab). Il faut remarquer que le mot vide stabilise n'importe quel
sous-ensemble d’états et qu’il appartient par conséquent & tout langage for-
tement cyclique. La terminologie est justifiée par le fait qu’on vérifie sans
difficulté qu’un langage fortement cyclique est effectivement cyclique. La re-
marque précédente montre que le langage cyclique L = A*aA* n’est pas for-
tement cyclique puisqu’il ne contient pas le mot vide. Par contre ce langage
s’écrit comme la différence A* — b* et les langages A* et b* sont fortement
cycliques. Le résultat que nous avons montré établit que le cas général se
comporte comme cet exemple. Tout langage cyclique peut étre décomposé a
I’aide d’une chaine de langages fortement cycliques.

Théoréme 14 Soit L un langage rationnel cyclique. Il existe alors une suite
décroissante Ly O Ly O -+ D L, de langages fortement cycliques rationnels
tels que L =L, — Ly +--- % L,.

La preuve de ce résultat s’obtient en travaillant sur les monoides finis. Une
premiére étape consiste a obtenir des caractérisations en terme de monoides
syntaxiques des langages cycliques et fortement cycliques. Ensuite, le langage
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fortement cyclique L; est choisi a partir du monoide syntaxique de L de telle
sorte que L — L soit reconnu par un monoide strictement plus petit. La
preuve se termine alors par une récurrence sur la taille du monoide syntaxique
de L.

Une question naturelle est se savoir pour un langage cyclique L donné,
quelle est la longueur minimale d’une chaine de langages fortement cycliques
permettant d’exprimer L. Cette question a été résolue dans l'article [28]. J’ai
effectivement montré que la hiérarchie induite par cette longueur minimale
de chaine correspondait a des suites d’'idempotents décroissantes pour 1’ordre
‘H dans le monoide syntaxique et qu’elle était donc décidable.

Le théoréme précédent permet de prouver que la fonction zéta généralisée
d’un langage cyclique est Z-rationnelle. En effet, la fonction zéta généralisée
d'un langage L égal a Ly — Ly + - - - £ L,, est donnée par la formule

(o =Je .

D’aprés le théoréme précédent, la Z-rationalité de la fonction zéta d’un lan-
gage cyclique se raméne a la Z-rationalité de la fonction zéta d’un langage
fortement cyclique qui a été prouvée en |5]. Il faut remarquer qu’un mot fini w
non vide stabilise un sous-ensemble d’états d’un automate A si et seulement
si le mot bi-infini périodique “w® est 1’étiquette d’'un chemin dans A. La
fonction zéta de stab(.A) est donc égale a la fonction zéta du systéme sofique
défini par A.

4.2 Synchronisation de transducteurs

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Marie-Pierre Béal.

longueur variable

F1G. 27 — Une application a fenétre glissante.
Une application locale de A% dans B% est une application continue qui
commute avec le décalage. L’image d’un mot par une telle application est ob-

tenue en faisant glisser une fenétre d’une longueur fixée le long du mot. Pour
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longueur &
F1G. 28 — Une application a fenétre glissante synchrone.

chaque position de la fenétre, le contenu de cette fenétre détermine un mot
fini. L’'image globale est obtenue en concaténant tous ces mots finis donnés
par les différentes positions de la fenétre. Si la longueur de la fenétre est ¢,
I'application locale f est définie par une fonction f de A* dans B* qui associe
un mot a chaque contenu de fenétre. Pour les applications locales habituelle-
ment considérées en dynamique symbolique, la taille de ce mot est fixe. Pour
cette raison, ces applications locales sont dites synchrones. Nous avons étendu
cette définition en autorisant cette longueur a étre variable. La fonction f
devient alors une fonction de A dans BT et l’application locale associée est
dite asynchrone. Nous avons étudié le probléme de la synchronisation de ces
applications locales. Il s’agit de trouver des conditions naturelles qui garan-
tissent qu’une application locale définie par une application f de A¢ dans Bt
peut aussi étre définie par une fonction f’ de AY dans B* qui la rend syn-
chrone. Ces conditions apparaissent naturellement lorsque ’application est
réalisée par un transducteur.

Un transducteur est un automate dont les étiquettes des transitions sont
des paires de mot et non pas des lettres comme pour les automates usuels.
En dynamique, on considére des chemin bi-infinis et les transducteurs n’ont
ni états initiaux ni états finaux. Un transducteur est juste un graphe étiqueté
par des paires de mots. Le taux de transmission d’une transition étiquetée
par une paire (u,v) est le rapport |v|/|u| entre les longueurs de v et de u.
Le transducteur est dit synchrone si ce taux de transmission est constant
pour toutes les transitions. Dans ce cas, il est appelé taux de transmission
du transducteur.

Pour chaque application locale, on peut trouver un transducteur qui la
réalise. Si de plus 'application est synchrone, le transducteur peut étre aussi
choisi synchrone. Supposons que ’application locale f soit définie par une
fonction f de A’ dans Bt et choisissons un entier n compris entre 1 et /.
L’ensemble des états du transducteur est I’ensemble A*~! des mots de lon-
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gueur ¢ — 1 et les transitions ont la forme

anl|f(ay...ap)
A1 ...0p_] —————— Ay ... 0qy.

Ce transducteur est co-déterministe si n = 1 et déterministe si n = £. Si la
fonction f est de A dans B¥, le transducteur ainsi défini est synchrone et son
taux de transmission est k. Il faut remarquer que chaque transition détermine
une des lettres qui forment les mots identifiant les états. Il s’ensuit que tout
chemin de longueur ¢ — 1 dans ce transducteur détermine complétement un
des états. Dans un chemin

ailul azluz ag—z|ug—a ap—1lug—y
q1 > (2 > 7 qr—1 > e

I’état g, est nécessairement égal & a; ...ay 1. Un transducteur vérifiant cette
propriété est dit (n — 1,¢ — n)-local ou simplement local. On vérifie qu'un
automate est local si et seulement si chaque mot infini est ’étiquette d’un
seul chemin. Ceci garantit en particulier que la relation réalisée par le trans-
ducteur est en fait une fonction. La terminologie est justifiée par le fait que
tout application réalisée par un transducteur local est également locale. Syn-
chroniser une application locale revient alors a synchroniser un transducteur,
c’est-a-dire a trouver un transducteur synchrone réalisant la méme relation.

Le probléme de la synchronisation est apparu dés l'introduction des rela-
tions rationnelles et des transducteurs par Elgot et Mezei [42] avec le résultat
d’Eilenberg et Schiitzenberger [39]. Ce dernier établit qu’une relation ration-
nelle de A* x B* qui préserve la longueur est en fait une relation rationnelle
de (A x B)*. En terme de transducteurs, ce résultat signifie qu'une relation
rationnelle qui préserve la longueur peut étre réalisée par un transducteur
synchrone de taux de transmission égal a 1. La preuve originale de ce théo-
réme se faisait directement sur les expressions rationnelle. En [45], Frougny
et Sakarovitch ont étendu ce résultat aux relations rationnelles a différence
de longueurs bornée. Leur preuve opére sur les transducteurs et fonctionne
aussi bien pour les relations de mots finis que pour les relations de mots
infinis.

Nous considérons ici des relations de mots bi-infinis. Un transducteur est
synchronisable s’il a un taux de transmission constant sur tous ses cycles.
Nous avons montré en [8] que 'algorithme de [45] peut étre réalisé en utili-
sant des éclatements d’états. Il est d’ailleurs possible d’utiliser uniquement
des éclatements entrants ou uniquement des éclatements sortants. Ceci per-
met de préserver éventuellement le déterminisme ou le co-déterminisme du
transducteur. L’avantage de cette approche est que I’éclatement d’états est
un isomorphisme entre les systémes dynamiques. Il préserve en particulier la
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propriété d’étre local du transducteur, ce qui est essentiel dans notre cas. Un
éclatement d’état consiste a remplacer un état ¢ par plusieurs états ¢, ... , qy,.
Si ’on réalise un éclatement entrant, les transitions entrantes de ¢ sont répar-
ties entres qi, ... ,q, alors que les transitions sortantes sont dupliquées pour
chacun des états qy, ... , g,. L’algorithme de synchronisation est implanté par
une succession d’éclatements d’états et d’étapes ou certaines lettres de sortie
migrent pour équilibrer les taux de transmission. Les éclatements d’états sont
en fait réalisés de fagon a rendre possible la migration des lettres nécessaire
a ’équilibrage.

La complexité de I’algorithme ainsi implanté est exponentielle en le nombre
d’états. Nous avons montré que cette explosion du nombre d’états est intrin-
séque au probléme. Nous avons donné en [8] des exemples de transducteurs
pour lesquels tout transducteur équivalent qui est synchrone et local a un
nombre exponentiel d’états. Par contre, la taille de la fenétre qui est un
parameétre important en dynamique symbolique croit seulement de maniére
linéaire. Ceci peut étre obtenu en réalisant simultanément plusieurs éclate-
ments d’états.

4.3 Déterminisation de transducteurs

Les résultats présentés dans cette partie ont été obtenus en collaboration
avec Marie-Pierre Béal. Dans ce travail, nous nous somimes intéressés aux
relations de mot infinis réalisées par des transducteurs.

Un transducteur est un automate dont les transitions sont étiquetées par
des paires de mots. La premiére composante est I’entrée et la seconde est la
sortie. Les transducteurs que nous considérons ont des états initiaux ainsi
qu'une condition d’acceptation adaptée aux mots infinis de type Muller ou
Biichi. La relation réalisée est ’ensemble des paires de mots infinis qui sont
acceptées par le transducteur. Nous supposons toujours que les relations réa-
lisées par les transducteurs sont des fonctions. Il s’agit d’une propriété déci-
dable [48].

Parmi les transducteurs, les transducteurs qui sont déterministes en en-
trée jouent un role particulier. Ils permettent un calcul séquentiel de la sortie
a partir de I'entrée et sont appelés séquentiels pour cette raison. La détermi-
nisation d’un transducteur est la construction d’'un transducteur séquentiel
qui réalise la méme fonction. Cette construction n’est pas toujours possible
en général. Les fonctions qui peuvent étre réalisées par un transducteur sé-
quentiel sont elles-mémes appelées séquentielles.

Pour les mots finis, Schiitzenberger [76] a introduit une variante des trans-
ducteurs séquentiels qui sont appelés sous-séquentiels. Un tel transducteur est
autorisé a ajouter a la sortie un mot déterminé par I’état final lorsque celui-ci
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a été atteint. Les fonctions réalisées par ces transducteurs sont en définitive
plus naturelles que celles réalisées par les transducteurs purement séquentiels,
mais cette distinction n’est pas significative pour les mots infinis.

Pour les mots finis, la caractérisation des fonctions séquentielles et sous-
séquentielles est due a Choffrut |34, 35|. Celle-ci comporte d’une part une
caractérisation intrinséque de ces fonctions en terme de distances sur les mots
et d’autre part une caractérisation des transducteurs réalisant une fonction
séquentielle. Cette caractérisation des transducteurs est basée sur une pro-
priété de jumelage des chemins. Lorsque la fonction est séquentielle, Choffrut
a donné une facon de construire un transducteur séquentiel équivalent. Cette
construction est une généralisation de la déterminisation d’'un automate par
la méthode des sous-ensembles [1]. Au lieu d’étre simplement des ensembles
d’états, les états du transducteur séquentiel sont des ensembles de paires for-
meées d’'un état du transducteur initial et d’un mot fini. C’est la propriété de
jumelage qui garantit que la taille des mots apparaissant dans ces paires est
bornée et que le nombre d’états est fini.

La décidabilité de la sous-séquentialité et de la séquentialité découle de la
caractérisation donnée par Choffrut [34, 35]. Des algorithmes polynomiaux
ont ensuite été donnés par Weber et Klemm [86]. Nous avons également fourni
un autre algorithme polynomial en |11, 10].

La déterminisation de transducteurs inclut la déterminisation d’auto-
mates puisqu’un transducteur séquentiel fournit immédiatement un automate
déterministe pour le domaine de la fonction. Pour les mots infinis, cette déter-
minisation d’automates est beaucoup plus délicate et nécessite des construc-
tions assez élaborées comme celle due a Safra |74|. Cette difficulté se retrouve
bien sir au niveau des transducteurs.

Fia. 29 — Un transducteur.

Pour contourner cette difficulté, nous nous sommes d’abord intéressés aux
transducteurs dont tous les états sont finaux. La présence de boucles dont
la sortie est vide rend ces transducteurs plus compliqués qu’on ne pourrait
le penser. La fonction réalisée par le transducteur de la figure 29 n’est pas
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continue. En effet, 'image d’un mot x est égale a ¢“ si x a une infinité d’oc-
currences de a et elle est égale a a"b” si x posséde n occurrences de a. En
|9, 7], nous avons caractérisé parmi ces transducteurs ceux qui réalisent une
fonction séquentielle et nous avons donné un algorithme de déterminisation.
Nous avons en particulier montré que si une fonction séquentielle est réalisée
par un transducteur dont tous les états sont finaux, elle peut étre réalisée
par un transducteur séquentiel dont tous les états sont aussi finaux. Nous
avons ensuite résolu le cas général dans |6] ou nous considérons des fonctions
réalisées par des transducteurs avec une condition de Biichi. Nous avons ca-
ractérisé les transducteurs réalisant des fonctions qui sont Biichi séquentielles
et Muller séquentielles. Puisque les automates de Biichi déterministes ne re-
connaissent pas tous les ensembles rationnels de mots infinis, nous avons en
effet distingué des transducteurs séquentiels avec une condition de Biichi et
des transducteurs séquentiels avec une condition de Muller.

Ces différentes caractérisations utilisent des variantes de la propriété de
jumelage introduite par Choffrut ainsi que la notion d’état constant. Nous
avons appelé constant un état tel que tous les chemins finaux qui en sont
issus aient la méme étiquette de sortie. Par exemple, ’état 1 du transducteur
de la figure 29 est constant alors que 1’état 0 de ce méme transducteur ne
I’est pas. La terminologie est justifiée par le fait que la fonction réalisée par
le transducteur obtenu en prenant cet état comme état initial est constante.
Un transducteur satisfait la propriété de jumelage faible si toute paire de
chemins

. tlu v|w
i —q —q
g ', v,
vt —q —q,
oul 7 et ¢’ sont initiaux vérifient les conditions suivantes :

— si g et ¢’ ne sont pas constants, alors |w| = |w'| et si de plus w # ¢,

alors uww®” = u'w'®,

— si g n’est pas constant, si ¢’ est constant et si w # ¢ alors vw® = u'yy

ol y, est la sortie constante des chemins finaux issus de ¢'.
La premiére condition exprime que les états non constants vérifient la pro-
priété de jumelage telle que I’a définie Choffrut. La deuxiéme condition est
une adaptation de la propriété de jumelage lorsque 'un des deux états est
constant. Si le mot w’ est non vide, le mot y, est en effet égal & w* meéme si
la boucle de sortie w’ n’est pas acceptant. Le transducteur de la figure 29 ne
vérifie pas la propriété de jumelage, mais il vérifie la propriété de jumelage
faible. Les deux caractérisations que nous avons obtenues sont les suivantes.

Théoréme 15 Soit f une fonction de mots infinis réalisée par un transduc-
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teur T. La fonction f est Muller séquentielle si et seulement si les conditions
sutvantes sont satisfaites :

— la fonction f est continue,

— le transducteur T a la propriété de jumelage faible.

Bien que le transducteur de la figure 29 vérifie la propriété de jumelage
faible, la fonction réalisée par celui-ci n’est pas séquentielle parce qu’elle n’est
pas continue.

Théoréme 16 Soit f une fonction de mots infinis réalisée par un transduc-
teur T. La fonction [ est Biichi séquentielle si et seulement si les conditions
sutvantes sont satisfaites :

— la fonction f est Muller séquentielle,

— le domaine de f est accepté par un automate de Biichi déterministe.

Il faut remarquer que la différence entre Biichi séquentielle et Muller
séquentielle est uniquement due au domaine de la fonction f.

L’algorithme de déterminisation se déroule en deux étapes. La premiére
étape est la construction d’un transducteur séquentiel qui réalise une exten-
sion de la fonction & un domaine plus large. Dans une deuxiéme étape, ce
transducteur séquentiel est combiné avec un automate déterministe qui ac-
cepte le domaine de la fonction pour obtenir un transducteur qui réalise la
fonction f.

La construction du transducteur séquentiel de la premiére étape est une
généralisation de la méthode utilisée pour les mots finis. Les états de ce
transducteur séquentiel sont encore des ensembles de paires formées d'un
état et d’'un mot. Par contre, le mot d’une paire est un mot infini ultime-
ment périodique lorsque I’état de cette paire est un état constant. La preuve
que le transducteur construit réalise bien une extension de la fonction f est
relativement technique et nécessite plusieurs lemmes.

Il est possible de décider en temps polynomial la propriété de jumelage
faible. Prieur [69] a montré que la continuité d’une fonction réalisée par un
transducteur est aussi décidable en temps polynomial. Il est ainsi possible
de décider en temps polynomial si une fonction est Muller séquentiel. Par
contre, tester si ’ensemble des mots acceptés par un automate de Biichi
peut étre accepté par un automate de Biichi déterministe est un probléme
NP-difficile. A fortiori, tester si le domaine d’une fonction réalisée par un
transducteur peut étre accepté par un automate de Biichi déterministe est
aussi un probléeme NP-difficile.
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5 Automates et ordres linéaires

Dans les deux parties précédentes ont été considérés des automates et des
transducteurs qui acceptent des mots infinis ou bi-infinis. Dans cette partie,
on consideére des généralisations de ces mots et des automates correspondants.
Une premiére partie est consacrée aux mots transfinis et aux automates in-
troduits par Biichi. Notre principale contribution est d’avoir développé une
théorie algébrique de ces mots et d’avoir montré que des résultats importants
comme le théoréeme des variétés pouvaient étre étendus a ces mots. Une se-
conde partie est finalement consacrée aux mots sur des ordres linéaires. Nous
avons introduit des automates pour ces mots et des expressions rationnelles.
Nous avons étendu le théoréme de Kleene aux mots sur les ordres dispersés
et dénombrables.

5.1 Automates sur les ordinaux

Les travaux présentés dans cette partie ont été effectués en collaboration
avec Nicolas Bedon dans le cadre de sa these de doctorat.

Les automates sur les ordinaux furent introduits par Biichi [23, 24, 25].
Biichi a considéré deux variantes essentielles d’automates sur les ordinaux.
Dans les deux variantes, I’état a une position limite dépend des états qui sont
apparus avant.

Dans la premiére variante, la longueur des mots acceptés est inférieure a
w™ pour un entier n fixé. Les ordinaux limites sont alors de la forme 3 +w*m
pour k et m strictement positifs. L’état a la position indexée par 8 + w*m
est égal a 'ensemble des états qui apparaissent infiniment souvent le long de
la suite 3+ w®(m — 1) +w* 1 quand i parcourt les entiers. Cet état est donc
un élément de P*(Q) ot P¥(Q) est défini par

PUQR)=Q et PHQ)=P(PHQ)).

Choueka fit une étude systématique de ces automates dans |36] ou il montre
en particulier une extension du théoréme de Kleene pour ces automates. Ces
automates sont d’ailleurs souvent appelés automates de Choueka bien qu’ils
aient été introduits par Biichi.

Dans la seconde variante, [’état a une position limite dépend de tous les
états qui apparaissent avant cette position de maniére cofinale. La longueur
des mots acceptés par des automates sur ce principe n’est plus limitée et elle
peut étre égale a n’importe quel ordinal. On peut montrer que les automates
de la premiére variante correspondent & une classe particuliére d’automates
de la seconde variante qu’il est possible de caractériser [14]. Pour ces auto-
mates de la seconde variante, il existe a nouveau deux approches pour les
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chemins. Une premiére fagon est de considérer que l'état en une position li-
mite [ est ’ensemble cofinal du chemin en £ qui est une partie de (). C’est
alors la transition suivante qui refait passer & un état ¢ de ). L’inconvé-
nient de cette approche est qu'un chemin n’est pas vraiment une suite d’élé-
ments de () puisque les positions limites sont étiquetées par des parties de Q).
Il faut en particulier adapter légérement la définition de I’ensemble cofinal
pour ne prendre en compte que les ordinaux qui sont successeurs. Une se-
conde approche consiste a considérer que l'automate effectue des transitions
silencieuses au moment des passages de limites. L’automate a des transitions
limites de la forme P — ¢ sans étiquette. Si 'ensemble cofinal en 3 est égal
a P, 1’état en position 3 est alors I’état q. Au passage de la limite, I’automate
passe directement de ’ensemble cofinal P a I'état ¢q. L’avantage de cette ap-
proche est qu’un chemin devient une véritable suite d’éléments de (). Il n’est
pas difficile de voir que les deux approches sont équivalentes dans le sens ou
elle définissent les mémes ensembles de mots. C’est cette seconde variante
que nous choisirons dans la suite.

En 1962, Biichi [22| prouva la décidabilité de la logique monadique du
second ordre de la structure (N, <) des entiers munis de l’ordre. De maniére
globale, la méthode consiste & montrer une correspondance entre les formules
de cette logique et les automates sur les mots infinis. La difficulté essentielle
réside dans la preuve que la classe des ensembles acceptés par automate est
fermée par complémentation. Biichi introduisit les automates sur les ordinaux
afin d’étendre ce résultat de décidabilité a des structures de la forme (o, <)
pour un ordinal o donné [23, 24|. Le résultat principal qu’il a obtenu dans
cette direction est pour «a égal a w;, le premier ordinal non dénombrable.
Comme les ordinaux inférieurs a w* peuvent étre définis dans cette logique,
on a aussi la décidabilité si « est inférieur & w”. Ce résultat est une extension
naturelle de la décidabilité de la méme logique pour la structure (N, <).
La méthode utilisée est d’ailleurs assez similaire. Elle consiste a construire
pour chaque formule un automate qui accepte les modéles de la formule. La
satisfiabilité de la formule se raméne au probléme du vide pour I'automate.
La construction de ’automate est faite par récurrence sur la taille de la
formule. La quantification se traduit sur les automates par une projection de
I’alphabet. Les opérateurs A et V sont traduits directement sur les automates
et la négation correspond a une complémentation. Cette derniére opération
est de loin la plus délicate.

Nous renvoyons a 73| pour une introduction compléte aux ordinaux. On
va essentiellement utiliser les ordinaux pour indexer des suites. Comme c’est
I’'usage, on identifie un ordinal avec I’ensemble des ordinaux plus petits. Pour
un ordinal a;, un mot de longueur « est une suite de lettres indexées par les
ordinaux inférieurs & a. Si a est un ordinal fini, on retrouve la définition

39



usuelle d’un mot comme une suite finie de lettres et si & = w, on retrouve la
définition d’un mot infini. La concaténation d’une suite (z,),<g de mots est
le mot de longueur }° s |z,| obtenu en mettant bout a bout les mots ..

5.1.1 Automates

Rappelons que le plus petit ordinal non dénombrable est appelé w;. Dans
[15], on s’est principalement intéressé aux mots de longueur inférieure a wy,
c’est-a-dire aux ordinaux dénombrables. Si l’on dépasse ['ordinal wy, quelques
difficultés apparaissent et certains résultats vrais pour les mots finis ou infinis
ne peuvent pas étre étendus aux mots transfinis. En particulier, la famille des
ensembles qui peuvent étre acceptés par des automates n’est plus close par
complément. Ce genre de problémes voue a 1’échec les approches algébriques.
En revanche, si I'on se restreint a une classe plus petite d’ordinaux, la famille
de mots que I'on considére n’est pas close par concaténation. Dans le cas de
w1, tout produit d’une suite de longueur inférieure a w; de mots eux-mémes
de longueur inférieure a w; est encore de longueur inférieure a w;. Cette
propriété est due au fait que w; est un cardinal.

Définition 17 Un automate sur les mots transfinis (appelé automate trans-
fini) est un automate (Q, A, E, I, F) ot Q est un ensemble fini d’états, A un
alphabet fini, E C (Q x A x Q) U (P(Q) x Q) l'ensemble des transitions et

ou I et F' les ensembles d’états initiauz et finaux.

Comme pour un automate usuel sur les mots finis, un automate transfini
a un ensemble fini d’états parmi lesquels certains sont initiaux et/ou finaux.
La seule différence est qu’un automate transfini posséde deux types de tran-
sitions. D’une part, il posséde des transitions de la forme (p,a,q) ou p et ¢
sont des états et a est une lettre. Ces transitions sont appelées transitions
successeurs et sont notées p = ¢. Elles correspondent aux transitions usuelles
d’un automate sur les mots finis. D’autre part, il posséde des transitions de
la forme (P, q) o P est sous-ensemble d’états et ¢ est un état. Ces transi-
tions sont appelées transitions limites et sont notées P — ¢. Un automate
sur les mots finis peut étre vu comme un automate transfini qui n’aurait pas
de transitions limites.

L’automate de la Figure 30 posséde les 4 transitions successeurs 0 = 0,
0 i>0, 1%0et 150 qui sont représentées comme pour un automate usuel.
Il posséde également les deux transitions limites {0} — 1 et {0,1} — 1.

Pour définir la notion de chemin dans un automate transfini, il est néces-
saire de définir la notion d’ensemble cofinal. L’ensemble cofinal d’une suite
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a,b

() 0} -1
(0) = (1) {01} -1

FI1G. 30 — Automate transfini.

¢ = (¢y)y<a €n une position limite 3 est défini par

liénc:{q|V77<,3 AN n< A< Petqg=q}.

L’ensemble cofinal limg ¢, est en quelque sorte I'ensemble des valeurs d’adhé-
rence de la suite (¢,),<q quand 7 tend vers 3. Si # est dénombrable, un état ¢
appartient & limggq, s’il existe une suite (\,),<, d’ordinaux qui converge
vers 3 telle que ¢ = ¢, pour tout n.

cCoo O -
—o oo -
—o oo -
—o oo -

T = N |
g = w w2 w3 wd 2

limge=" {0} {0} {0} {0} {0,1}

F1G. 31 — Ensembles cofinaux de ¢ = 0“(10¥)“1.

La notion d’ensemble cofinal est illustrée par I’exemple suivant.

Exemple 18 Soit ¢ la suite 0¥(10¥)“1 de longueur w? + 1. On vérifie que
lim, ¢ = {0}, lim,oc = {0} et méme lim,., ¢ = {0} pour k£ > 1 ainsi que
lim,> ¢ = {0, 1}. Ces ensembles cofinaux sont représentés a la figure 31.

On peut maintenant donner la définition d’un chemin.

Définition 19 Soit A un automate transfini et soit © = (y)y<q un mot de
longueur «. Un chemin ¢ d’étiquette v est une (o + 1)-suite d’états (¢y)y<a
telle que

— pour tout B < «, qp 26, gp41 est une transition successeur de A ;
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— pour ordinal limite B < o, limg c — g est une transition limite de A.

Un fait important est qu'un chemin étiqueté par un mot de longueur « est
une suite de longueur a4 1 et non pas «. La longueur d'un chemin est donc
un ordinal successeur. Un chemin a donc toujours un premier état gy, et un
dernier état q,. Le chemin ¢ est dit initial si g est initial et final si q, est
final. Il est dit acceptant s’il est initial et final.

La suite ¢ = 04(10¢)“1 de longueur @ = w? + 1 est bien un chemin de
I'automate transfini de la figure 30. En effet, si c est égal & (¢,),<q, I'état ¢, est
égal a 1 si v est limite et & 0 sinon. Comme "automate posséde les transitions
{0} — Let {0,1} — 1, la suite ¢ satisfait bien la définition donnée ci-dessus.

Comme dans les automates de mots finis, un chemin est une suite d’états
qui vérifie des propriétés locales de compatibilité données par les transitions
de I'automate. Lorsque deux états sont consécutifs, c¢’est-a-dire lorsque ce
sont des états de la forme ¢z et gg;1 pour un ordinal 5 < a, gz *% gz doit
étre une transition de 'automate. Ainsi, chaque état gz est relié a I'état qui
le suit gg41 et chaque état est relié a son prédécesseur lorsque sa position /3
est ordinal successeur. Lorsque 3 est un ordinal limite, il n’y a pas d’état qui
précede 'état gg. L’état est donc relié a la partie du chemin qui le précede
par la relation limgc — gg. L’ensemble limgc joue donc le role d’un état
fictif qui précéderait I’état gg. I faut noter que la transition limg ¢ — gg est
silencieuse puisqu’elle n’a pas d’étiquette. L’idée intuitive est qu’en arrivant
au point 3, automate effectue de facon spontanée cette transition qui ne
dépend que de I’historique du chemin et non pas de la lecture d’une lettre.

Si x est le mot fini ag...a, 1 de longueur n, un chemin étiqueté par x
dans un automate transfini est une suite qg,...,q, de n + 1 états tels que
qr ~% g4 soit une transition pour tout k& < n. La définition coincide avec la
notion de chemin dans un automate de mots finis. Les automates transfinis
généralisent donc les automates de mots finis.

Les automates transfinis généralisent également les automates de Muller.
En effet, un automate de Muller peut étre vu comme un automate transfini
en ajoutant un nouvel état final f ainsi que toutes les transitions limites
P — f pour chacune des parties P de la table de 'automate de Muller.

5.1.2 w;-semigroupes

Pour les mots finis, il est bien connu que les automates sont équivalents
aux semigroupes finis. A tout ensemble de mots reconnu par un automate fini
est associé un semigroupe fini canonique appelé semigroupe syntaxique. Cette
correspondance établit un pont entre d’un coté la théorie des automates et
de 'autre coté 1’algebre.
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Le premier résultat utilisant cette correspondance est le trés beau résultat
di a Schiitzenberger [75] qui caractérise les langages sans étoile. Rappelons
qu'un ensemble de mots est dit sans étoile s’il peut étre engendré en par-
tant des lettres et en utilisant les opérations booléennes et le produit de
concaténation. Le théoréme de Schiitzenberger établit qu'un langage est sans
étoile si et seulement si son semigroupe syntaxique ne contient que des sous-
groupes triviaux. D’autres résultats ont alors suivi comme la caractérisation
des langages testables par morceaux par Simon [78] ou la caractérisation
par Brzozowski, Simon |21] et McNaughton |56] des langages localement tes-
tables.

L’idée d’utiliser les propriétés algébriques des semigroupes syntaxiques fut
développée de fagon systématique par Eilenberg et Schiitzenberger [40, 41].
Le théoréme des variétés établit une correspondance bijective entre d’une
part certaines classes de langages reconnaissables, les variétés de langages,
et d’autre part certaines classes de semigroupes finis, les variétés de semi-
groupes. Les variétés de langages sont des classes de langages reconnaissables
fermées pour les opérations booléennes et quelques autres opérations. Les
variétés de semigroupes finis sont des classes de semigroupes finis fermées
par produit fini, passage au sous-semigroupe et passage au quotient. Elles
peuvent étre définies par des équations algébriques.

L’étude des propriétés algébriques des ensembles de mots infinis fut initiée
par Pécuchet [63, 62|. Une approche plus satisfaisante fut ensuite proposée
par Wilke [87, 88], Perrin et Pin [65]. L’idée principale est d’utiliser des
semigroupes munis d’un produit infini qui donne une valeur & une suite de
longueur w d’éléments du semigroupe. Lorsque le semigroupe est fini, un tel
produit peut toujours étre défini en utilisant un résultat de Ramsey [71]. Il
est méme possible de décrire ce produit de fagon finie.

Nous avons étendu cette théorie algébrique aux mots indexés par les ordi-
naux dénombrables [15]. Nous avons généralisé la notion de w-semigroupe en
introduisant des w-semigroupes ou le produit d’une suite d’éléments indexés
par n’importe quel ordinal dénombrable est défini. Nous avons montré que
ces objets algébriques sont équivalents aux automates de Biichi. La preuve
de ce résultat donne un nouvel algorithme pour la déterminisation d’un au-
tomate. Biichi avait montré [23| que tout automate est équivalent pour les
ordinaux dénombrables a un automate déterministe. Nous avons montré que
tout automate est équivalent a un w;-semigroupe qui peut étre effectivement
calculé. Réciproquement, nous avons aussi montré que tout wi-semigroupe
est équivalent a un automate déterministe. Cette réciproque est d’ailleurs la
partie délicate de la preuve. Elle implique la construction non triviale d’un
automate déterministe a partir d'un wj-semigroupe.

Nous avons également montré qu’a tout ensemble X rationnel de mots
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indexés par des ordinaux dénombrables peut étre associé un wy-semigroupe
syntaxique qui est le plus petit w;-semigroupe reconnaissant I’ensemble X . Ce
résultat nous a permis d’étendre la correspondance d’Eilenberg aux ensembles
reconnaissables de mots transfinis et aux variétés de w;-semigroupes.

Dans le cas des mots infinis, un w-semigroupe est une paire (S5, S,) ol
S est un semigroupe qui agit a gauche sur 'ensemble S,. Cet w-semigroupe
est en outre muni d’un w-produit m qui associe un élément de S, a toute
suite de longueur w d’éléments de S, . Dans un w;-semigroupe, les deux par-
ties S et S, d’un w-semigroupe se retrouvent confondues. Un w;-semigroupe
est en effet un ensemble S muni d’un w;-produit . Cet w;-produit associe
un élément de S a toute suite d’éléments de S dont la longueur est un or-
dinal dénombrable. Il vérifie une généralisation de 1’associativité qui signifie
intuitivement qu’on peut regrouper arbitrairement les éléments de la suite
sans changer la valeur du produit. Le w;-semigroupe S se trouve naturelle-
ment muni d’une structure de semigroupe. Lorsque le w;-produit est appliqué
aux suites de longueur 2, il définit un produit associatif et ’action a gauche
d’un w-semigroupe est aussi définie par ce produit. La définition d’un wi-
semigroupe est finalement plus simple que celle d’un w-semigroupe puisque
le produit associatif, I’action a gauche et le w-produit sont regroupés en une
seule et méme opération. Ceci provient du fait que la concaténation des mots
infinis est une opération partielle. Il est possible de concaténer un mot fini
avec un mot infini, mais l'inverse est impossible car cela donnerait un mot de
longueur strictement supérieure a w. Dans le cas des mots de longueurs dé-
nombrables, il n’y a aucune restriction sur la concaténation. Parce que w; est
aussi un cardinal, on peut sans probléme concaténer une suite dénombrable
de mots de longueur dénombrable.

En [15], nous avons montré que tout w;-langage rationnel admet un w;-
semigroupe syntaxique. Cet wi-semigroupe divise tout autre wi-semigroupe
reconnaissant le méme w;-langage. Il peut étre obtenu en quotientant 1’en-
semble de tous les mots transfinis par une congruence qui est la généralisation
de la congruence d’Arnold |3] aux mots transfinis.

Nous avons également étendu le théoréme d’Eilenberg aux mots transfi-
nis. Les notions de variétés de semigroupes finis et de variétés de langages
s’étendent aux w;-semigroupes finis et aux w;-langages. La preuve de la cor-
respondance s’établit alors sans difficulté. Les w;-semigroupes que nous avons
définis ne sont pas munis d’un ordre. Par contre, il est facile d’introduire des
wi-semigroupes ordonnés et d’obtenir un théoréme de correspondance pour
les variétés positives comme cela est possible pour les mots infinis [67].

Dans l'article [26], nous avons donné trois exemples de correspondances
entre des variétés de wy-semigroupes finis et des variétés de w;-langages. Nous
avons caractérisé d’abord la classe des langages qui sont reconnus par des
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automates dans lesquels les transitions limites qui s’intersectent se terminent
dans le méme état. Il s’avére que la variété correspondante de w;-semigroupes
est définie par une équation qui a une interprétation topologique dans le cas
des mots infinis. Elle caractérise les langages de mots infinis de la classe
Ay =TIy N XYy de la hiérarchie de Borel. Ce résultat est utilisé pour prouver
qu'un wi-langage est reconnu par un automate extensif si et seulement si son
wi-semigroupe syntaxique est R-trivial et satisfait ’équation A,. Ce résultat
étend celui d’Eilenberg a propos des semigroupes R-triviaux et des automates
extensifs. Nous avons finalement caractérisé les w;-langages reconnus par des
automates extensifs dont les transitions limites sont triviales.

5.2 Automates sur les ordres linéaires

Le travail présenté dans cette partie a été réalisé en collaboration avec
Véronique Bruyere.

Dans cette partie, on définit des automates sur les ordres linéaires qui
sont une généralisation naturelle des automates sur les ordinaux introduits
par Biichi [24]. On a vu que les automates sur les ordinaux sont des automates
usuels auxquels ont été ajoutées des transitions limites de la forme P — q.
Les automates introduits dans cette section possédent des transitions limites
de la forme P — ¢ mais aussi des transitions limites de la forme ¢ — P.
Ils rétablissent une symétrie entre la gauche et la droite que n’ont pas les
automates sur les ordinaux. Le résultat principal que nous avons prouvé est
qu’il est possible d’étendre le théoréme de Kleene aux ordres dispersés et
dénombrables [20].

On considére généralement que le premier résultat de la théorie des auto-
mates est le théoréme de Kleene [50]. Ce théoréme établit ’équivalence entre
les automates et les expressions rationnelles. Un ensemble de mot est reconnu
par un automate fini s’il peut étre engendré a partir des lettres de ’alphabet
en utilisant 'union, le produit de concaténation et 1’étoile. Ce résultat est
remarquable car il relie des propriétés de nature tout a fait différente : étre
reconnu par un automate d’une part et une propriété combinatoire d’autre
part. Depuis lors, différentes extensions de ce théoréme ont été prouvées pour
différentes structures comme les arbres ou les traces.

Nous nous intéressons ici aux objets qui peuvent étre linéairement ordon-
nés. Ceci comprend en particulier les mots finis, les mots infinis et bi-infinis
ainsi que les mots sur les ordinaux. Pour chacune de ces classes d’objets,
des automates appropriés ont été définis et une extension du théoréme de
Kleene a été prouvée. Biichi introduisit les automates sur les mots infinis
|22] puis ensuite les automates sur les ordinaux en [24] ou les expressions w-
rationnelles sont déja définies. Un théoréme de Kleene pour les mots ordinaux

45



de longueur inférieure & w* a été prouvé par Choueka [36]. Wojciechowski
'a ensuite étendu a tous les ordinaux dénombrables [90]. Le cas des mots
bi-infinis est finalement traité en |61, 47|.

Ces différents résultats se présentent de facon non uniforme. A chacune
des classes d’objets correspond un type particulier d’automates avec un fonc-
tionnement adapté a ces objets. Dans un automate sur les mots finis, un che-
min acceptant doit se terminer en un état final alors que dans un automate
de Biichi, un chemin acceptant doit passer infiniment souvent par un état
final. De méme, les chemins dans les automates sur les ordinaux initialement
introduits par Biichi sont formés d’états et d’ensembles d’états. Nous allons
montrer qu’il est possible d’avoir une approche unifiée en considérant des
mots indexés par des ordres linéaires dénombrables. Les mots finis, les mots
infinis et bi-infinis et les mots sur les ordinaux vont alors correspondre a
des ordres linéaires particuliers. Nous allons introduire des automates sur ces
ordres linéaires qui seront simples et naturels tout en incluant les automates
introduits précédemment. Les automates sur les mots finis, les mots infinis et
bi-infinis et les mots ordinaux seront retrouvés en imposant des restrictions
trés naturelles & nos automates. Nous allons également définir des expressions
rationnelles et prouver un théoréme de Kleene associé.

Les mots indexés par des ordres linéaires dénombrables ont déja été consi-
dérés par Courcelle [37]. Ils sont alors vus comme les frontiéres des arbres
binaires étiquetés qui sont lues de gauche & droite. Des expressions ration-
nelles pour ces mots sont déja définies en [37, 49, 81| pour décrire les solutions
de systémes d’équations. Ces opérations rationnelles ont la bonne propriété
d’étre des applications. Il n’y a aucune restriction sur leur utilisation. Par
exemple, une puissance w peut étre concaténée avec un mot fini et le ré-
sultat peut & nouveau étre itéré en utilisant une puissance w inversée. Ces
opérations permettent la caractérisation des frontiéres des arbres réguliers.

Dans un automate, un chemin étiqueté par un mot w est une suite d’états
telle que cette suite d’états et la suite des lettres de w soient compatibles
avec les transitions de automate. Si w est par exemple le mot fini a; ... a,,
un chemin d’étiquette w est une suite d’états qq, ... ,q, de longueur n + 1
telle que chaque triplet (g;, a;11,gi+1) Soit une transition de 'automate. Ces
contraintes sont dites locales car elle portent sur les facteurs de longueur 3
de la suite

qo0a14910242 - . - @pn—10nQn

obtenue en intercalant les états du chemin et les lettres du mot. Un chemin
d’étiquette w peut aussi étre vu comme une fagon de décorer le mot w en
insérant des états entre les lettres tout en respectant les contraintes locales
données par les transitions comme c’est représenté a la figure 32.
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F1G. 32 — Les contraintes locales.

Ce que nous venons de dire pour les automates sur les mots finis s’ap-
plique aussi aux automates sur les mots infinis. Un chemin étiqueté par un
mot infini z (de longueur w) est une suite d’états de longueur w qui respecte
les contraintes locales dictées par les transitions de ’automate. La condition
d’acceptation détermine si le chemin est acceptant. Que la condition d’accep-
tation soit de type Biichi, Muller ou Rabin, cette condition porte sur les états
infiniment répétés le long du chemin. Cet ensemble d’états infiniment répétés
peut étre vu comme le voisinage de l'infini. La condition d’acceptation peut
étre alors considérée comme une contrainte locale sur le chemin en l'infini.
Cette remarque est également vraie pour les chemins dans les automates sur
les ordinaux. Les transitions limites de méme que les transitions successeurs
expriment des contraintes locales que doit respecter un chemin.

Pour définir la notion de chemin pour des mots qui sont indexés par des
ordres linéaires quelconques, nous allons généraliser cette idée d’intercaler
des états entre les lettres du mot tout en respectant des contraintes locales.
Lorsque le mot est fini ou méme de longueur w, les positions auxquelles
doivent étre insérés les états sont évidentes, mais elles le sont moins dés que
I’ordre sous-jacent au mot devient plus compliqué. Lorsque deux lettres du
mot sont consécutives, il est clair qu’il faut insérer un état entre elles deux.
De méme, il semble naturel que chaque lettre soit précédée et suivie d'un état.
Lorsque le mot est fini ou méme ordinal, ¢’est suffisant mais il faut insérer
plus d’états pour des mots plus compliqué. La notion qui va déterminer
les positions des états est celle de coupure introduite par Dedekind pour la
construction des réels.

5.2.1 Ordres linéaires

Nous commencons par quelques rappels sur les ordres linéaires. Un ordre
linéaire J est un ensemble muni d'un ordre < qui est total. Nous renvoyons a
|73| pour une introduction trés compléte aux ordres linéaires. Dans la suite,
les ordres linéaires sont utilisés pour indexer des suites et ils sont donc consi-
dérés a isomorphisme prés. Par ordre linéaire, on entend type d’ordres li-
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néaires.

Pour un ordre linéaire J, nous notons —.J l'ordre linéaire inverse obtenu
en renversant 'ordre. L’ordre <* sur —.J est défini par ¢ <* j si et seulement
Jj <1t dans J.

Deux éléments j et k£ d’un ordre linéaire sont consécutifs si j < k et s’il
n’existe pas d’élément i tel que 7 < ¢ < k. L’élément j est alors appelé le
prédécesseur de k et k est appelé le successeur de j.

Un wntervalle K d’un ordre linéaire .J est un sous-ensemble de J tel que
si j et k appartiennent a K et j < ¢ < k alors ¢ appartient aussi a K.

Voici quelques exemples d’ordres linéaires. Nous commencons par quelques
exemples simples comme les ordres finis et les ordinaux

Exemple 20 Un ordinal « est un ordre linéaire qu’on identifie généralement
avec l'ensemble {5 | f < a} des ordinaux inférieurs a .

Exemple 21 Soit ¢? 'ensemble des paires (k, j) d’entiers relatifs. On définit
la relation < sur (2 par (ky,71) < (ka, j2) si et seulement si j; < jo ou j; = Jo
et k; < k. La relation < munit ¢2 d’un ordre linéaire.

Exemple 22 Soit ¢“ 'ensemble des suites (j,)n>o d’entiers relatifs qui sont
presque nulles, c¢’est-a-dire telles qu’il y ait un nombre fini d’éléments j,, non
nuls. On définit la relation < sur (¥ par (j,)n>0 < (kn)n>o si et seulement si
Jm < kn, ot m est le plus grand entier tel que j,, # k;,. La relation < munit
(¥ d’un ordre linéaire.

Nous introduisons maintenant la notion de coupure. Celle-ci est essentielle
puisqu’elle permet de définir la notion de chemin dans un automate. Une
coupure d’un ordre linéaire J est une paire (K, L) d’'intervalles tels que J =
K UL et tels que pour tout & € K et tout [ € L, k <. Les deux intervalles
K et L sont donc disjoints et il forment une partition de J. L’ensemble des
coupures de .J est noté J. Parmi les coupures, il en existe deux particuliéres
qui sont les paires (&, J) et (J,2).

L’ensemble J est naturellement muni d’un ordre linéaire. Pour deux cou-
pures ¢; = (K1, L1) et ¢a = (K, L), on définit la relation ¢; < ¢y si et
seulement si K est strictement inclus dans Ky (K; C K3). Cette inclusion
implique 'inclusion stricte de Ly dans Ly (L 2 Ls) et la définition est donc
symétrique. Pour cet ordre, les coupures (&, J) et (J, &) sont le plus petit et
le plus grand éléments de J.

Nous illustrons la notion de coupure en décrivant les ordres J pour quelques
ordres J vus précédemment.
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2 n

F1G. 33 — Les n 4+ 1 coupures de I'ordre a n éléments.

Exemple 23 Si J est un ordre linéaire fini a n éléments, par exemple .J =
{1,...,n}, alors J est un ordre linéaire a n + 1 éléments. En effet, 'ordre .J
contient les coupures ({1,... ,k},{k+1,... ,n}) pour k égal 4 0,... ,n.

Exemple 24 Plus généralement, si J est un ordinal «, alors J est ordi-
nal « + 1. En effet, pour toute coupure (K, L) telle que L # @, 'intervalle L
a un plus petit élément j. De plus, I'application qui associe j & (K, L) est
bijective.

F1G. 34 — Les coupures de l'ordre w + (—w).

A la vue des deux exemples précédents, il semble que chaque coupure est
contigué & un des éléments de 'ordre. Ce n’est pas toujours le cas comme le
montre ’exemple suivant.

Exemple 25 Soit J = w + (—w) Pordre formé d’une copie des entiers na-
turels suivie d’une copie des entiers négatifs. On a J = Z et 'ordre <, est
défini de la maniére suivante. Quand m et n sont tous les deux positifs ou
tous les deux strictement négatifs, m <; n est vrai si et seulement si m < n
est vrai. Quand m et n ne sont pas de méme signe, m <; n est vrai si et
seulement si m > 0 et n < 0. L’ordre J admet la coupure (K, L) ot K = w
et L = —w qui n’est attachée & aucun élément de J.

Les coupures consécutives jouent un role particulier dans la définition
des chemins et méritent quelques remarques. A tout élément j de J, on
peut associer deux coupures consécutives c; et cj+ qui sont définies par ¢; =
(K, {j}UL)etc/ = (KU{j},L)ou K et Lsont donnés par K = {k | k < j}
and L = {k | j < k}. Réciproquement, & toutes coupures consécutives ¢~ et
¢, on peut associer un unique élément j tel que ¢~ = c; et ct = c;“.

Nous définissons maintenant la notion de mot sur un ordre linéaire qui
généralise la notion de mot transfini. Soit A un alphabet et soit J un ordre

linéaire. Un mot de longueur J sur A est une fonction de J dans A qui associe
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a tout élément j une lettre a;. Le mot est noté comme une suite en écrivant
(a5)je-

La définition précédente généralise bien la notion de mot fini, de mot infini
ou méme de mot transfini. En effet, si J est un ordre linéaire & n éléments,
un mot de longueur J est une suite aq,...,a, comme on a I’habitude de le
définir. Si J est égal a w, on retrouve la notion de mot infini et si J est un
ordinal on retrouve la notion de mot transfini. Par analogie, ’ordre linéaire .J
qui sert de support au mot est appelé la longueur du mot.

Exemple 26 Le mot (b™“ab”)? est le mot de longueur ¢ + ¢ ou l'ordre ¢ + ¢
est égal a {(k,j) | k € Z et j € {1,2}}. Le mot x est alors défini par

{a sik=0
Tk = .

b sinon.
5.2.2 Automates

Nous introduisons maintenant la définition d’un automate sur les ordres
linéaires.

Définition 27 Un automate est un quintuplet (Q, A, E,I,F) ot @Q est un
ensemble fini d’états, A un alphabet fini, E C (Q X Ax Q) U (P(Q) x Q) U
(Q x P(Q)) lensemble des transitions et o I et F les ensembles d’états
initiaux et finaux.

Comme pour un automate usuel, un automate sur les ordres linéaires a un
ensemble fini d’états parmi lesquels certains sont initiaux et/ou finaux. La
différence est qu’un tel automate posséde trois types de transitions. D’une
part il posséde des transitions de la forme (p,a,q) ou p et ¢ sont des états
et a est une lettre. Ces transitions sont appelées transitions successeurs et
notées p - ¢q. D’autre part, il posséde des transitions de la forme (P,q)
ou de la forme (g, P) o P est sous-ensemble d’états et ¢ est un état. Les
transitions (P, q) sont notées P — ¢ et appelées transitions limites gauches.
Les transitions (g, P) sont notées ¢ — P et sont appelées transitions limites
droites. Un automate transfini peut étre vu comme un automate sur les ordres
linéaires qui n’aurait pas de transitions limites droites.

Exemple 28 L’automate de la figure 35 posséde les trois transitions succes-
seurs 1 21,1 %2 et 2 %2 ainsi que la transition limite gauche {2} — 0 et
la transition limite droite 0 — {1}.

Afin de définir un chemin, il est nécessaire d’introduire la notion de limite. On
la définit pour un ordre linéaire quelconque J bien qu’elle soit uniquement
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b b
0— {1}
@ ! {2} =0
F1G. 35 — Automate sur les ordres linéaires.

utilisée pour lordre J des coupures. Soit () un ensemble fini, J un ordre
linéaire et soit 7 = (¢;)jes un mot sur @) de longueur J. Soit j un élément
fixé de J. Les limites gauche et droite de v en j sont les deux sous-ensembles
lim;- v et lim;+ v de @ définis par

limy={¢eQ|Vk<jI k<i<jetq=gq},
i

lirpvz{qEQ|Vj<kEli j<i<ketq=gq}.
j

Si I’élément j a un prédécesseur, 'ensemble lim;- v est vide. Au contraire, si
J n’est pas le plus petit élément de J et si j n’a pas de prédécesseur, alors
lim;- 7 est non vide puisque () est fini.

Définition 29 Soit A un automate et soit & = (a;)je; un mot de longueur J.
Un chemin vy d’étiquette x est une suite d’états v = (q.),c; de longueur J
telle que

— Pour toutes coupures consécutives c; et cj+, ch— Ly qc;r est une transi-

tion successeur de A.

— Pour toute coupure ¢ qui n’est pas la premiére coupure et qui n’a pas
de prédécesseur, alors lim.- v — q. est une transition limite gauche.

— Pour toute coupure ¢ qui n’est pas la derniere coupure et qui n’a pas de
successeur, alors q. — limg+ 7y est une transition limite droite.

Il faut remarquer que la longueur d’un chemin étiqueté par un mot x de
longueur J est 'ordre J des coupures de Pordre J. Cette différence existe déja
pour les mots finis puisqu’un chemin étiqueté par un mot de n lettres posséde
n + 1 états. Cette différence s’accentue pour les mots plus compliqués.

D’aprés la définition précédente, il y a une transition qui arrive en 1’état
v(c) pour toute coupure ¢ qui n’est pas la premiére coupure de J. Cette
transition est successeur si la coupure a un prédécesseur et c’est une transition
limite gauche sinon. De fagon duale, il y a une transition qui quitte v(c) pour
tout coupure ¢ qui n’est pas la derniére. Cette transition est successeur si ¢
a un successeur et elle est une transition limite droite sinon.
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Comme Pordre .J posséde toujours un premier et un dernier élément, un
chemin a toujours un premier et un dernier état. Un chemin est alors dit
acceptant si ce premier état est initial et si ce dernier état est final.

L’intérét de cette définition d’un chemin est qu’elle est suffisamment gé-
nérale pour définir la notion de chemin pour n’importe quel ordre, mais
qu’elle généralise de facon trés naturelle les notions de chemins pour les au-
tomates de mots finis, de mots infinis et de mots transfinis. Soit + un mot
fini a;...a, de longueur n. L’ordre sous-jacent est l'ordre {1 < --- < n}
des entiers de 1 & n. Cet ordre posséde n + 1 coupures qui sont les paires
({1,...,k},{k+1,...,n}) pour 0 < k < n. Ces coupures peuvent étre
identifiées avec les entiers {0,... ,n}. Un chemin étiqueté par le mot = est
alors une suite qo, ... ,q, d’états. Cette suite doit satisfaire que ¢;_; —> ¢;
est une transition successeur de l'automate puisque toutes les coupures ont
un prédécesseur et un successeur. On retrouve bien la définition usuelle d’un
chemin dans un automate.

Soit © = agayas ... un mot infini. L’ordre J sous-jacent a = est ’ordinal w.
L’ensemble des coupures de J est donc 'ordinal w + 1 et les paires de cou-
pures consécutives sont les paires (j,j 4+ 1) pour j < w. Un chemin étiqueté
par x est une suite d’états qo,q1, ¢, - .. , ¢, de longueur w + 1. D’aprés notre
définition, la suite d’états doit satisfaire que ¢; =& ¢;;; est une transition
successeur de I’automate et que lim,,- v — ¢, est une transition limite gauche
de 'automate. Il faut remarquer que I’ensemble limite lim,,- v est justement
I’ensemble des états qui sont infiniment répétés le long du chemin ~. Tou-
jours d’apres notre définition, le chemin est acceptant si gy est initial et si le
dernier état g, est final. On définit alors la table 7 de parties de () par

T={P|3qe€ F telque P —q € E}.

Un chemin est alors acceptant si qq est initial et si ’ensemble des états infi-
niment répétés appartient a la table 7. On retrouve ainsi la définition d’un
chemin acceptant dans un automate de Muller dont la condition d’accep-
tation serait la table 7. Notre définition des chemins pour les mots infinis
coincide avec la définition usuelle, a I’exception que nous ajoutons un dernier
état q,. La condition d’acceptation se trouve transposée dans les transitions
et c’est ce dernier état qui détermine avec I’état initial si le chemin est accep-
tant ou non. Cela semble un peu artificiel si ’on s’intéresse uniquement aux
mots infinis, mais c’est déja nécessaire dés qu’on aborde les mots transfinis.

L’ordre des coupures d’un ordinal a est ’ordinal oo + 1. Notre définition
des chemins coincide exactement pour les mots transfinis avec la définition
des chemins dans les automates sur ces mots transfinis.

Exemple 30 Considérons 'automate de la figure 35 et soit  le mot (b=“ab*)?
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FiG. 36 — Un chemin étiqueté par le mot (b~“ab”)?.

de longueur ¢ + ¢ déja vu a ’exemple 26. Un chemin acceptant pour ce mot
est le chemin représenté a la figure 36. Ce chemin est constitué de deux copies
successives du chemin 017%2¥0.

Il faut remarquer que la définition d’un chemin que nous avons donnée
est tres générale. Elle ne présuppose aucune hypothése sur les ordres sous-
jacents aux mots. Par contre, 'extension du théoréme de Kleene que nous
avons prouvée ne concerne que les ordres qui sont dispersés et dénombrables.
Nous commencons par rappeler la définition des ordres dispersés et leur ca-
ractérisation due a Hausdorff.

Un ordre linéaire J est dit dense si pour tous ¢ < k dans J, il existe j
dans J tel que i < j < k. Un ordre est dit dispersé (scattered en anglais) s'il
ne contient pas de sous-ordre qui soit dense. L’idée intuitive est d’éviter les
ordres qui sont trop éloignés du monde discret en interdisant les ordres denses
comme QQ ou R. De méme, nous nous restreignons aux ordres qui sont dénom-
brables. La caractérisation suivante des ordres dispersés et dénombrables est
due a Hausdorff. Rappelons que A et O dénotent respectivement la classe
des ordres linéaires finis et la classe des ordinaux dénombrables.

Théoréme 31 (Hausdorff) Un ordre linéaire dénombrable est dispersé si
et seulement s’il appartient a |J,co Vo ot les classes V, sont définies par
récurrence sur o de la facon suivante.

1. Vo ={0,1};
2. Va={2jc; Ki | J ENU{w,~w,(} et Kj € Us, Va}-

Il faut remarquer que si dans le point 2 de la définition des classes V,
on impose a 'ordre J d’appartenir & N'U {w} au lieu de N' U {w, —w, (},
on retrouve une définition de tous les ordinaux dénombrables. Les ordres
¢% et (“ considérés aux exemples 21 et 22 sont dispersés. Ils appartiennent
respectivement aux classes V5 et V,, du théoréme.

Le théoréme précédent implique que les ordres linéaires J qui sont dis-
persés et dénombrables sont exactement ceux pour lesquels 'ordre J des
coupures est dénombrable. Puisque un chemin étiqueté par un mot de lon-
gueur J est une suite d’états de longueur J, cette restriction sur les ordres est
assez naturelle. De plus, si ’ordre .J est dispersé, alors ’ordre J est également
dispersé.
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5.2.3 Expressions rationnelles

Dans la suite de cette partie, nous supposons que tous les ordres considérés
sont dispersés et dénombrables. Afin d’énoncer une extension du théoréme de
Kleene, nous donnons les opérations rationnelles qui permettent de définir les
ensembles rationnels. Ces opérations comprennent bien sir les opérations de
Kleene usuelles pour les mots finis qui sont ’'union, la concaténation et 1’ité-
ration finie appelée étoile. Elles comprennent aussi l'itération oméga des mots
infinis ainsi que l'itération ordinale introduite par Wojciechowski [90]. Trois
nouvelles opérations sont encore nécessaires. Il s’agit de 'itération oméga in-
verse, de l'itération ordinale inverse et d’une derniére opération binaire qui
est une sorte d’itération sur tous les ordres.

L’union, la concaténation et l'itération sont comme d’habitude dénotées
par les symboles +, - et *. Les itérations oméga et ordinale sont dénotées par
w et § alors que les itérations oméga et ordinale inverses sont dénotées par
—w et —f. L’iteration sur tous les ordres est dénotée par le symbole ©.

Nous commencons par rappeler les définitions des différentes itérations de
facon unifiée. Pour une classe J d’ordres linéaires, l'itération générale X7
est définie par

Xj:{ij|J€jetxj€X}.

jes

Les ensembles X*, X¥, X~ XF et X * sont respectivement égaux a X7
pour J égale a la classe N des ordres finis, la classe {w} ne contenant que w,
la classe {—w} ne contenant que —w, la classe O des ordinaux dénombrables
et la classe —O = {—a | @ € O} des ordinaux dénombrables inverses.

Avant de définir I'opération o, nous introduisons d’abord une notation.
Pour tout ordre J, I'ensemble J U J peut étre muni de maniére canonique
d’un ordre qui étend ceux de J et de J. Si pour tout élément j de J et toute
coupure ¢ = (K, L) de J, on ajoute aux ordres de J et de J les relations
j <csije Kouc< jsij € L, on obtient un ordre total sur JuUJ.
Nous notons .J U J* I'ordre obtenu en supprimant de J U J les deux coupures
particuliéres (&, J) et (J, @). Dans la définition qui suit, nous supposons que
J U J* est muni de cet ordre. Nous notons également S la classe de tous
les ordres dispersés et dénombrables. Pour deux ensembles X et Y de mots,
I’ensemble X ¢ Y est égal a

XoY={]] #zl/eSetzeXsijeetzeYsijel}
jeJuj=
De maniére intuitive, un mot de X ¢ Y est obtenu en choisissant d’abord

un ordre J qui est dispersé et dénombrable, puis en concaténant des mots
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indexés par 'ordre J U j*, pris dans X si l'indice est dans J et dans Y si
I’indice est une coupure de J.

Si ’ensemble Y ne contient que le mode vide (Y = {¢}), 'ensemble X oY
est égal XS qui est l'itération sur tous les ordres de S. L’opération ¢ que nous
avons définie est plus générale que cette simple itération puisqu’elle permet
d’intercaler des mots de Y entre ceux de X. Dans la preuve de 'extension
du théoréme de Kleene, nous utilisons pleinement cette opération ¢ avec Y
différent de {€}. Il est en fait possible de montrer que la simple itération ne
suffit pas pour définir tous les ensembles rationnels.

Comme d’habitude, une expression rationnelle est un terme bien formé de
'algébre libre sur ’ensemble AU{c} avec les symboles des opérations ration-
nelles comme symboles de fonctions. Chaque expression représente alors un
ensemble de mots qui est défini par récurrence sur ’expression en utilisant les
définitions des opérations rationnelles. Un ensemble de mots est dit rationnel
s’il est représenté par une expression rationnelle. Nous pouvons maintenant
énoncer notre résultat principal qui étend le théoréme de Kleene pour les
mots sur les ordres dispersés et dénombrables [20].

Théoréme 32 Un ensemble de mots indexés par des ordres dispersés et dé-
nombrables est rationnel si et seulement s’il est reconnaissable par un auto-
mate.

La preuve qu’'un ensemble rationnel est accepté par un automate se fait
par récurrence sur l’expression rationnelle. Pour chaque opération ration-
nelle, nous décrivons une construction correspondante sur les automates. Les
constructions pour 'union, la concaténation et I'itération finie sont trés sem-
blables aux constructions classiques pour les automates sur les mots finis |64,
p. 15].

La preuve que tout ensemble accepté par un automate est rationnel se fait
par récurrence sur le nombre d’états de 'automate. C’est une généralisation
de 'algorithme classique di a McNaughton et Yamada. C’est en fait la partie
difficile de la preuve.

6 Perspectives

Pour conclure, nous donnons quelques perspectives de recherche.

Les résultats de certains travaux suggerent des prolongements. Dans les
recherches effectuées en collaboration avec Wolfgang Thomas, nous avons
montré que la logique du second ordre monadique de la structure (N, <, P) est
décidable lorsque P est un prédicat morphique [32]. Une extension naturelle
est d’obtenir un résultat analogue pour la structure ({0,1}*,sg,s1) a deux
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successeurs dont la décidabilité a été établie par Rabin [70]. La premiére
difficulté est de trouver ’analogue des prédicats morphiques dans ce cadre.
La seconde est que "approche algébrique que nous avons utilisée semble mal
se préter aux structures arborescentes.

Les recherches en collaboration avec Véronique Bruyére nous ont permis
d’introduire des automates acceptant des mots sur les ordres linéaires et de
définir des expressions rationnelles pour ces mots [20]. Le premier résultat a
été de prouver un théoréeme de Kleene lorsqu’on se restreint aux ordres dé-
nombrables et dispersés. Il suscite plusieurs prolongements et de nombreuses
questions. Les extensions les plus naturelles sont de s’affranchir de certaines
hypothéses sur les ordres. Il semble en particulier que ’opération de mélange
(shuffle en anglais) introduite par Heilbrunner [49] permette de considérer
des ordres qui ne sont pas dispersés.

Une question trés naturelle soulevée par notre résultat est le probléme
de la complémentation, c’est-a-dire de savoir si le complémentaire d’un en-
semble rationnel est encore rationnel. Une réponse positive généraliserait le
méme résultat pour les mots finis, les mots infinis et les mots transfinis. Pour
les mots finis, le probléme est relativement simple mais il devient nettement
plus difficile pour les mots infinis. Il est encore plus délicat pour les mots
transfinis. Pour ces derniers, il existe essentiellement deux approches pour
I'aborder. La premiére due & Biichi 23| consiste & prouver un résultat de
déterminisation des automates, c’est-a-dire que tout automate est équivalent
a un automate déterministe. Il semble cependant que cette propriété n’existe
plus pour les automates sur les ordres linéaires. Tout automate sur les or-
dinaux n’est pas nécessairement équivalent a un automate co-déterministe.
La seconde approche que nous avons développée avec Nicolas Bedon est une
approche algébrique [15]. Elle consiste a définir ’analogue des semigroupes
pour les mots transfinis et & montrer que ces objets algébriques sont équiva-
lents aux automates. Cette approche semble pouvoir s’appliquer lorsqu’on se
restreint aux ordres dénombrables et dispersés.

Comme 'avait déja remarqué Courcelle [37], les mots sur les ordres li-
néaires dénombrables peuvent étre vus comme les frontiéres des arbres bi-
naires. Ce point de vue établit un lien entre les automates d’arbres et les
automates sur les ordres. Tout ensemble de mots linéaires définit ’ensemble
des arbres dont la frontiére appartient a cet ensemble de mots. Une question
assez naturelle est de savoir si ce passage des mots aux arbres préserve la
rationalité et dans ce cas de trouver une correspondance bijective.
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